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Vorwort  zum  zweiten  Bande. 


In  dein  zweiten  Bande  des  Buches  werden  die  theoretisch- physika- 
lischen Probleme  behandelt,  die  ihre  Entstehung  letzten  Endes  der 
atomistisch-statistischen  Auffassung  der  Physik,  der  Planck  sehen  Hypo- 
these des  elementaren  Wirkungsquantums  und  dem  Einstein  sehen  Re- 
lativitätsprinzip verdanken.  Eine  zusammenhängende  Darstellung  der 
sogenannten  Quantentheorie  wird  absichtlich  vermieden.  Wohl  brachte 
es  die  geschichtliche  Entwicklung  mit  sich,  daß  die  Bedeutung  des  ele- 
mentaren Wirkungsquantums  zunächst  bei  den  komplizierteren  stati- 
stischen Problemen  offenbar  wurde  und  erst  nachträglich  bei  den  ungleich 
einfacheren  Erscheinungen  des  einzelnen  Atoms.  Die  übliche  Darstellung 
entspricht  der  geschichtlichen  Entwicklung;  aber  der  methodisch  und 
didaktisch  richtigere  Weg  dürfte  wohl  der  entgegengesetzte  sein.  Darum 
wird  in  diesem  Buche  die  Quantentheorie  als  solche  überhaupt  nicht 
behandelt,  sondern  das  Quantenprinzip  mittels  der  durch  die  Erfahrung 
gut  bestätigten  Lichtquantenhypothese  in  die  Spektraltheorie  und  damit 
in  die  Atomtheorie  eingeführt.  Auf  die  Erkenntnisse,  die  durch  die 
ßöntgenspektroskopie  gewonnen  werden,  wird  dann  die  Theorie  der 
Grundstoffe  aufgebaut. 

Durch  die  wunderbaren  und  quantitativ  auf  das  genaueste  erfüllten 
Gesetzmäßigkeiten,  die  die  moderne  Theorie  in  den  Spektralerscheinungen 
aufgedeckt  und  richtig  gedeutet  hat,  erscheint  heute  die  Existenz  der 
Atome  als  eine  völlig  sichere  Erkenntnis  der  Physik  und  keineswegs 
mehr  als  bloße  Arbeitshypothese  wie  vielleicht  noch  vor  einem  Viertel- 
jahrhundert. Die  statistische  Deutung  der  Wärmeerscheinungen  erscheint 
darum  heute  nicht  mehr  als  eine  unter  mehreren  möglichen  Deutungen, 
sondern  als  die  durch  die  Tatsachen  geforderte;  wie  denn  umgekehrt 
auch  wiederum  eine  physikalische  Interpretation  der  Gesetzmäßigkeiten 
notwendig  wird,  die  sich  nach  allgemein  statistischen  Methoden  für  die 
individuelle  Energieverteilung  ergeben.  Die  Thermodynamik  wird  darum 
in  diesem  Buche  rein  statistisch  begründet,  und  zwar  in  einer  möglichst 
allgemeinen  Form,  die  keine  speziellen  Voraussetzungen  über  die  Art 
der  individuell  verteilten  Energie  erfordert  und  darum  zu  den  beiden 
Hauptsätzen  in  allgemeiner  Gültigkeit  führt.  Die  spezielle  Anwendung 
aber  einerseits  auf  trahslatorische  Bewegungsenergie,  andererseits  auf 
quantenhafte  Schwingungsenergie,  sowohl  mechanischer  als  auch  elektro- 
magnetischer Natur,  ergibt  die  Gesetzmäßigkeiten  der  Gase,  der  extrem 
kalten  Körper  und  der  Wärmestrahlung.    Wenn  auch  die  statistische 
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Ableitung  der  thermodynamischen  Hauptsätze  derzeit  noch  wesentliche 
Mängel  aufweist,  so  glaubte  ich  mich  gleichwohl  für  die  statistische 
Methode  und  keineswegs  für  die  phänomenologische  entscheiden  zu 
müssen,  weil  nur  durch  die  statistische  Methode  sich  die  Wärmelehre 
in  das  einheitliche  System  der  modernen  Physik  einfügt,  weil  nur  durch 
die  statistische  Methode  die  sonst  unverständliche  Irreversibilität  begreif- 
bar werden  kann,  weil  endlich  nur  die  statistische  Methode  der  Forde- 
rung gerecht  wird,  daß  sich  die  fortschreitende  theoretische  Physik  völlig 
loslösen  müsse  von  allen  menschlich-subjektiven  Gesichtspunkten. 

In  den  beiden  Kapiteln,  die  die  spezielle  und  die  allgemeine  Re- 
lativitätstheorie behandeln,  wurde  absichtlich  vieles  vermieden,  was  nach 
der  Meinung  zahlreicher  Autoren  die  Relativitätstheorie  anschaulich 
machen  soll,  bei  vielen  Lesein  aber  wohl  gerade  das  Gegenteil  bewirkt; 
so  wird  z.  B.  nirgends  von  „Uhren"  gesprochen.  Im  übrigen  wurde  eine 
möglichst  exakte  Ableitung  der  relativitätstheoretischen  Ergebnisse  an- 
gestrebt, und  nur  in  den  letzten  Abschnitten  wurden,  um  die  Geduld 
des  Lesers  nicht  zu  erschöpfen,  einige  äußerst  langwierige,  rein  mathe- 
matische Ableitungen  weggelassen  und  nur  deren  Resultat  mitgeteilt. 

Da  der  erste  Band  des  Buches  bereits  in  zweiter  Auflage  er 
scheinen  mußte,  bevor  noch  der  zweite  Band  zum  ersten  Male  veröffent- 
licht wurde,  und  da  daher  die  erste  und  zweite  Auflage  des  Buches 
untereinander  völlig  übereinstimmen  müssen,  so  mußte  leider  eine  Um- 
arbeitung einzelner  Abschnitte  des  ersten  Bandes  (namentlich  in  der 
Elektronentheorie)  auf  eine  etwaige  dritte  Auflage  verschoben  werden. 

Bei  der  Fertigstellung  des  zweiten  Bandes  haben  mich  in  freund- 
licher "Weise  unterstützt  die  Herren  Universitätsdozent  Dr.  Adolf  Smekal 
in  Wien  und  Universitätsprofessor 'Dr.  Hans  Thirring  in  Wien,  die  das 
Manuskript  sehr  eingehend  durchsahen;  ferner  die  Herren  cand.  math. 
Emil  Artin  in  Leipzig,  Dr.  Rudolf  Schmid  in  Wien  und  Dr.  Harry 
Schmidt  in  Altona,  die  die  Korrekturbogen  einer  gründlichen  Durch- 
sicht unterzogen.  Für  ihre  große  Mühe  und  für  die  vielen  so  wertvollen 
Verbesserungsvorschläge  sei  all  diesen  Herren  auch  an  dieser  Stelle  aut 
das  herzlichste  gedankt.  Für  freundliche  Hilfe  muß  ich  ferner  bestens 
danken  Herrn  Universitätsdozenten  Dr.  med.  Fritz  Lotmar  in  Bern  und 
Herrn  Dr.  Robert  W.  Lawson  von  der  Universität  Sheffield.  Aufrichtigen 
Dank  schulde  ich  endlich  auch  dem  Verlage  dafür,  daß  er  auch  bei  der 
Vollendung  des  zweiten  Bandes  alle  meine  Wünsche  bereitwillig  erfüllte. 


Wien,  Ostern  1921. 


Arthur  Haas. 
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XI.  Kapitel. 


Theorie  der  Spektren, 

§  78.   Die  Lichtquant en. 

Die  Elektronenhypothese  führt  zu  drei  universellen  Konstanten, 
dem  elektrischen  Elementarquantuni,  der  Masse  des  negativen  Elektrons 
und  der  Masse  des  positiven  Elektrons.1  Zu  diesen  drei  Konstanten 
*  fügt  nun  die  moderne  Theorie  noch  eine  vierte  hinzu.  Hatten  sich 
jene  drei  durch  eine  Anwendung  des  atomis tischen  Gedankens  auf 
die  Gegenstände  des  physikalischen  Geschehens  ergeben,  so  ergibt  sich 
die  neue  vierte  Konstante  durch  eine  Übertragung  des  atomistischen 
Prinzipes  auf  die  physikalischen  Prozesse  selbst.  Die  neue  Konstante 
ist  das  Elementarquantum  der  Wirkung.  Schon  in  der  klassischen 
Physik  hatte  die  Wirkung,  die  durch  das  Produkt  aus  einer  Energie- 
menge und  einer  Zeit  gemessen  wird,  eine  große  Rolle  gespielt 
(vgl.  §  19).  Noch  deutlicher  wird  ihre  große  Wichtigkeit  durch  die 
(später  zu  besprechende)  Relativitätstheorie,  in  der  die  Wirkung  eigent- 
lich dieselbe  Rolle  spielt  wie  in  der  klassischen  Physik  die  Energie.2 

Die  erste  wichtige  Folgerung,  die  die  Theorie  aus  der  Hypothese 
des  elementaren  Wirkungsquantums  zog,  war  die  Annahme,  daß  sich 
Schwingungsenergie  aus  Energieelementen  zusammensetze, 
deren  Größe  durch  folgende  Forderung  bestimmt  sein  soll:  Es  soll  das 
Produkt  aus  einem  Energieelement  und  aus  der  Zeit  seiner  Schwingungs- 
periode gleich  sein  dem  elementaren  Wirkungsquantum.  Diese  Folgerung 
sieht  die  moderne  Theorie  sowohl  für  mechanische  Schwingungen 
als  auch  für  elektromagnetische  als  gültig  an. 

1  Praktisch  gleichbedeutend  ist  mit  der  Masse  des  positiven  Elektrons  die 
des  Wasserstoffatoms,  die  nur  um  etwa  1/1840  größer  ist.  *. 

2  Vom  Standpuakte  der  modernen  Nnhewirkungstheorie  erscheint  nämlich 
ursprünglicher  als  der  Begriff  der  Energie  der  Begriff  der  Energiedichte.  Energie 
ist  das  Raumintegral  der  Energiedichte.  Nach  der  Relativitätstheorie  kommt  aber 
nun  dem  Räume  gar  keine  absolute  Bedeutung  zu;  eine  solche  kann  nur  das  Inte- 
gral der  Energiedichte  über  ein  vierdimensionales  Übervolumen  der  MiNKOwsKi-Welt 
haben  (s.  §  128).  Dieses  Iutegral  müßte  gleich  sein  dem  Produkte  aus  einer  Energie 
und  einer  Zeit  (noch  multipliziert  mit  der  konstanten  Lichtgeschwindigkeit).  So 
tritt  in  der  Relativitätstheorie  an  die  Stelle  des  Begriffs  der  Energie  der  Begriff  der 
Wirkung. 

1* 
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Da  zu  der  Schwingungsperiode  die  Schwingungszalil  reziprok  ist,  so 
muß  somit  jedes  Energieelement  gleich  sein  dem  Produkte  aus 
dem  elementaren  Wirkungsquantum  und  aus  der  Schwingungs- 
zahl. Bezeichnet  man,  wie  dies  heute  allgemein  üblich  ist,  das  elementare 
Wiikungsquantum  mit  dem  Buchstaben  h  und  die  Schwingungszahl 
mit  v,  so  sind  also  die  Energieelemente  durch  das  Produkt  h  v  dar- 
gestellt. Die  Energieelemente,  die  man  nach  dieser  Auffassung  bei  dem 
Lichte  (im  weitesten  Sinne  dieses  Wortes)  annehmen  muß,  bezeichnet 
man  als  Lichtquanten. 

Die  für  die  moderne  Physik  grundlegende  Hypothese  des  elemen- 
taren Wirkungsquantums  ist  eine  Schöpfung  Plancks.  Er  stellte  diese 
Hypothese  im  Jahre  1900  auf  und  gelangte  (wovon  später  noch  aus- 
führlich die  Rede  sein  soll)  durch  sie  zur  Lösung  eines  schwierigen 
Grundproblems  der  Theorie  der  Wärmestrahlung.  In  Erweiterung  der 
Planck  sehen  Idee  schuf  im  Jahre  1905  Einstein  die  Vorstellung  der 
Lichtquanten  und  gewann  dadurch  das  fundamentale  Gesetz,  das  die 
gegenseitige  Umwandlung  zwischen  korpuskularer  Strahlung  und 
elektromagnetischer  Wellenstrahlung  regelt. 

Ebenso  nämlich  wie  die  elektromagnetische  Schwingungsenergie  eine 
elementare  Struktur  besitzen  soll,  so  setzt  sich  ja  auch  die  Energie  der 
korpuskularen  Strahlung  aus  Energieelementen  zusammen,  deren  jedes  gleich 
ist  der  lebendigen  Kraft  eines  einzelnen  Strahlteilchens.  Diese 
lebendige  Kraft  ist  aber  wiederum  gleich  dem  Produkte  aus  der  Ladung 
des  Strahlteilchens  und  aus  der  elektrostatischen  Potentialdifferenz,  aus 
der  Spannung,  die  es  durchlaufen  hat.3  Wie  das  Energieelement  der 
Wellenstrahlung  dargestellt  ist  durch  das  Produkt  hv,  so  ist  also  das 
Energieelement  der  korpuskularen  Strahlung  dargestellt  durch  das 
Produkte/7,  wenn  e  das  elektrische  Elementarquantum  und  F die  „Röhren- 
spannung'' bedeutet.  Der  Grundgedanke  der  Einstein  sehen  Auffassung 
ist  nun  der,  daß  bei  jeder  Umwandlung  ein  Energieelement  der  einen 
Art  aus  je  einem  Energieelement  der  anderen  Art  entstehe. 

Das  wichtigste  Beispiel  für  die  Umwandlung  von  korpuskularer 
Strahlung  in  Wellenstrahlung  bildet  die  Erregung  von  Röntgen- 
strahlen durch  Kathodenstrahlen  bei  deren  Auftreffen  auf  die 
Antikathode  einer  Röntgenröhre.  Nach  dem  Einstein  sehen  Gesetz  muß 
dann  die  Beziehung  bestehen 

(1)  hvm^  =  eV 
oder 

(2)  hv  =  eFmin. 

Nach  diesen  beiden  Gleichungen  entspricht  jedem  Werte  der  Frequenz 
ein  bestimmter  Wert  der  Spannung  und  umgekehrt.    Bei  gegebener 

3  Die  Arbeit,  die  bei  dem  Durchlaufen  einer  Potentialdifferenz  verrichtet  wird, 
wird  ja  gemessen  durch  das  Produkt  aus  der  Ladung  und  aus  dem  als  Spannung 

bezeichneten  Poteutialunterdchied  (s.  61.  9  des  §  39). 
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Spannung  kann  keine  größere  Frequenz  erzeugt  werden;  Strahlung  von 
gegebener  Frequenz  aber  kann  durch  keine  geringere  Spannung  erregt 
werden.  Gl.  1  bestimmt  bei  gegebener  Spannung  der  Röntgenröhre  die 
Grenze  des  kontinuierlichen  Röntgenspektrums,  die  in  der  Tat 
.auf  der  Seite  der  kürzeren  Wellenlängen  scharf  ausgebildet  wahr- 
genommen wird.4  Gl.  2  bestimmt  für  eine  gegebene  Wellenlänge  (eine 
gegebene  „Härte")  die  sogenannte  Anregungsspannung.5  Beide 
Gleichungen  zeigen  sich  auf  das  genaueste  erfüllt6;  so  haben  ins- 
besondere Duane  und  Hunt  (1915)  die  Gl.  2  bis  zu  Spannungen  von 
40000  Volt  so  genau  erfüllt  gefunden,  daß  auf  ihre  Messungen  eine 
genaue  Bestimmung  des  elementaren  Wirkungsquantums  gegründet  werden 
konnte.7 

Die  Umwandlung  von  Wellenstrahlung  in  korpuskulare  Strahlung 
findet  statt  bei  dem  sogenannten  lichtelektrischen  Effekt.8  Er  * 
besteht  darin,  daß  unter  der  Einwirkung  von  Röntgenstrahlen  oder  von 
ultraviolettem  Licht  aus  der  Oberfläche  von  Körpern  negative  Elek- 
tronen mit  beträchtlicher  Geschwindigkeit  losgerissen  werden.  Die 
Geschwindigkeit  der  losgerissenen  Elektronen  ist  dieselbe  wie  die  von 
Kathodenstrahlen,  die  in  einer  Kathodenröhre  von  einer  Spannung  V 
-erzeugt  werden,  die  wiederum  durch  das  Einstein  sehe  Gesetz  bestimmt 
ist.    Es  gilt  nämlich  die  Beziehung 

®-     '  '         :'  \  -r*-*- ' 

wobei  VQ  das  sogenannte  Kontaktpotential  des  bestrahlten  Körpers  be- 
deutet; mit  e  multipliziert,  stellt  es  die  Arbeit  dar,  die  bei  der  Los- 
lösung eines  Elektrons  aus  dem  Körper  verrichtet  werden  muß.  Da  V0 
von  der  Frequenz  der  auffallenden  Strahlung  unabhängig  ist,  so  muß 
das  lichtelektrische  Potential  V  linear  mit  der  Frequenz  der  auf- 
fallenden Strahlung  ansteigen.  Diese  Beziehung  zeigt  sich  in  der  Tat 
so  genau  erfüllt,  daß  auf  sie  Millikan  (1916)  eine  sehr  genaue  Messung 


4  Die  klassische  Elektrodynamik  vermag  diese  Tatsache  nicht  zu  erklären. 

5  Dies  gilt  aber,  worauf  nachdrücklich  hingewiesen  sei,  nur  für  das  kontinuier- 
liche Röntgenspektrum,  nicht  auch  für  ein  Linien spektrum.    Vgl.  §  87. 

6  Es  ist  indessen  zu  beachten,  daß  sich  die  Gleichungen  nur  auf  die  Frequenz 
der  tatsächlich  erregten  Röntgenstrahlung  beziehen.  Keineswegs  aber  verwandelt 
sich  etwa  die  kinetische  Energie  eines  jeden  auftreftenden  Elektrons  in  ein  Licht- 
quantum. Wie  die  Messungen  ergeben,  werden  nur  ungefähr  zwei  Tausendstel  der 
Energie  der  auftreffenden  Kathodenstrahlen  in  Energie  von  Röntgenstrahlung  um- 
gewandelt. In  den  wenigen  Fällen  aber,  wo  sich  ein  korpuskulares  »Strahlungs- 
quantum  in  ein  Lichtquantum  umwandelt,  muß  die  Einstein  sehe  Beziehung  er- 
füllt sein. 

7  Vervollkommnet  wurde  diese  Methode  durch  Webster  und  später  durch 
Wagner. 

8  Auch  photoelektrischer  Effekt  genannt. 
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des  Quotienten  hje  gründen  konnte.  Das  Resultat  ist  dasselbe  wie 
dasjenige,  das  sich  nach  vielen  anderen  Methoden  ergibt,  nämlich 

4)  y  =  1,36. 10-17  abs.  Einh. 

Aber  auch  die  Gesetzmäßigkeiten,  die  für  die  Umwandlung  von 
primärer  Wellenstrahlung  in  sekundäre  Wellenstrahlung  festgestellt  worden 
waren,  finden  durch  die  Hypothese  der  Lichtquanten  eine  einfache 
Deutung.  Entsteht  je  ein  sekundäres  Lichtquantum  aus  je  einem 
primären,  so  kann  die  sekundäre  Frequenz  nicht  größer  sein  als  die 
primäre;  sie  muß  kleiner  sein,  wenn  bei  der  Umwandlung  Energie 
noch  anderweitig  verbraucht  wird.  Die  sekundäre  Wellen  Strahlung  wird 
im  Gebiete  des  sichtbaren  Spektrums  als  Fluoreszenzlicht,  im  Ge- 
biete der  Röntgenstrahlen  als  sekundäre  Röntgenstrahlung  be- 
zeichnet.9 In  der  Tat  hat  schon  im  Jahre  1852  Stokes  die  nach  ihm 
benannte  Regel  aufgestellt,  daß  das  Fluoreszenzlicht  längerwellig  sei 
als  das  erregende  Licht,  und  dieselbe  Gesetzmäßigkeit  haben  die  Experi- 
mente auch  für  die  sekundäre  Röntgenstrahlung  ergeben,  die  stets 
längerwellig,  stets  „weicher"  ist  als  die  primäre.10 

Im  Sinne  der  Einstein  sehen  Gleichung  können  wir  schließlich  jeden 
Energiewert  E*  anstatt  in  Erg  auch  messen  durch  eine  äquivalente 
Frequenz  v*  oder  durch  eine  äquivalente  Spannung  T7*  die  gegeben 
sind  durch  die  Gleichung 
(5)  E*=hv*=eF*. 

Ebenso  kann  im  Sinne  dieser  Gleichung  auch  jede  Frequenz  durch  eine 
äquivalente  Spannung  ausgedrückt  werden  und  umgekehrt. 


§  79.  Die  Anwendung  des  duantenprinzips  auf  periodische  Bewegungen. 

Neben  den  Schwingungsvorgängen  stellen  ein  zweites  bedeutungs- 
volles Anwendungsgebiet  für  das  Quantenprinzip  die  periodischen 
Bewegungen  dar.  Bewegungen  sind  ganz  allgemein  beschreibbar 
durch  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  oder  aber  auch,  wie  die 
allgemeinen  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  zeigen,  durch  Koordi- 
naten und  Impulse.  Man  erkennt  nun  ohne  weiteres,  daß  bei  der 
zweiten  Art  der  Beschreibung  leicht  ein  Zusammenhang  mit  dem  elemen- 
taren Wirkungsquantum  herstellbar  ist.  Nennen  wir  nämlich  die  ganz 
beliebigen  Koordinaten  q.  und  die  Impulse  p.\  so  ist  ja  nach  der  Defi- 
nition des  Impulses  (Gl.  12  und  13  des  §  20) 

9  Siehe  §  75. 

10  Auch  bei  der  Erklärung  photochemischer  Prozesse  bewährt  sich  die 
Hypothese  der  Lichtquanten.  Nach  Einstein  soll  die  Zahl  der  durch  das  Licht 
zersetzten  Molekeln  gleich  sein  der  Zahl  der  absorbierten  Lichtquanten. 

1  Diese  Art  der  Bezeichnung  ist  heute  allgemein  üblich,  während  sich  die 
abweichende  in  §  20  an  Boltzmann  anschloß. 
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(1)  Vi  = 


dt  ) 


wobei  J^kin  die  kinetische  Energie  bedeutet.  Bilden  wir  daher  das  Produkt 
aus  Koordinate  und  Impuls,  so  muß  dieses  Produkt  stets  dieselbe 
Dimension  haben  wie  das  Produkt  aus  Energie  und  Zeit;  es  muß  also 
die  Dimension  einer  Wirkung  haben. 

Es  liegt  daher  die  Annahme  nahe,  daß  bei  solchen  Bewegungen,  bei 
denen  sich  die  Koordinate  q{  periodisch  ändert,  das  über  eine  Periode 
erstreckte  Integral 
(2)  jp.dq.^nh, 

also  gleich  sei  einem  ganzzahligen  Vielfachen  des  elementaren  Wirkungs- 
quantums.2 

Zu  besonders  einfachen  Ergebnissen  führt  die  eben  angegebene 
naheliegende  Hypothese  in  dem  Falle  einer  kreisförmigen  Bewegung. 
Die  einzige  Lagenkoordinate  (q)  wird  dann,  wenn  der  Kreis  als  solcher 
gegeben  ist,  durch  den  Winkel  dargestellt,  den  der  von  dem  Kreis- 
mittelpunkte zu  dem  kreisenden  Teilchen  gezogene  Eadiusvektor  mit 
einer  bestimmten  durch  das  Kreiszentrum  festgelegten  Richtung;  (der 
sogenannten  Nullrichtung)  bildet.  Dann  ist,  wenn  der  Halbmesser  der 
Kreisbahn  a  und  die  lineare  Geschwindigkeit  v  genannt  werden,  zu  setzen 

ß.      '       ■  »  =  •      ;, v  _  ' ' : 

Die  kinetische  Energie  ist 

(A\  F  mv<1  —  ma*  l  d(l  \  2  ■ 

daher  wird  der  Impuls  nach  Gl.  1  und  3 

(5)  p  =  m  a  v . 

Nach  der  Terminologie  der  Mechanik  stellt  also  die  Größe  p  nichts 
anderes  dar  als  den  sogenannten  Drehimpuls  der  Bewegung  (s.  §  14). 
Da  die  Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit  erfolgt,  ist  also  p 
eine  Konstante.    Somit  wird 

(6)  J P  dq  =  p  j' dg  =  2  7t p  . 

o  . 

Da  dieses  Integral  aber  nach  dem  Quantenprinzip  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  des  elementaren  Wirkungsquantums  sein  soll,  so  sind  durch 


2  Vielfach  pflegt  man  den  Begriff  der  Phase  zu  gebrauchen,  worunter  der 
durch  die  jeweiligen  Werte  von  q{  und  pt  bestimmte  Zustand  verstanden  wird. 
Hierauf,  sowie  auf  den  damit  zusammenhängenden  Begriff  des  Phasen raums, 
wird  in  dieser  Darstellung  absichtlich  nicht  eingegangen.  Näheres  darüber  in 
Sommerfeld,  Atombau  und  Spektrallinien,  4.  Kap.,  §  1. 
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das  Quantenprinzip  solche  Kreisbahnen  ausgezeichnet,  für  die  der 
mit  2  n  multiplizierte  Drehimpuls  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
des  elementaren  Wirkungsquantums  darstellt,  für  die  also  die 
Beziehung  besteht 

(7)  2np  =  nh. 

§  80.  Das  Bohr  sehe  Modell  des  Wasserstoffatoms. 

Der  zuletzt  angegebene  Satz  wurde  im  Jahre  1913  von  Bohr  ge- 
gewonnen, und  zwar  in  seiner  Anwendung  auf  das  Rutherford  sehe 
Atommodell  (s.  §  77).  Nach  Rutherford  müssen  wir  uns  ja  in  dem 
Wasserstoffatom  ein  negatives  Elektron  um  ein  positives  kreisend 
denken^  Bohr  nimmt  nun  an,  daß  die  Bewegung  des  negativen  Elektrons 
nur  in  solchen  Bahnen  stabil  sei,  die  durch  das  Quantenprinzip 
bestimmt  seien,  bei  denen  also  der  mit  2  %  multiplizierte  Drehimpuls 
ein  ganzzahliges  Vielfaches  des  elementaren  Wirkungsquantums  darstellt 

Obwohl  bei  Wasserstoff  die  Kernladung  einem  einzigen  elektri- 
schen Elementarquantum  gleich  ist,  so  soll  doch  im  folgenden  mit  Rück- 
sicht auf  spätere  Anwendungen  der  allgemeinere  Fall  betrachtet  werden, 
daß  der  Kern,  um  den  ein  einziges  negatives  Elektron  kreise,  eine 
Ladung  von  z  elektrischen  Elementarquanten  aufweise;  die  ganze  Zahl  z 
werde  dann  die  Kernladungszahl  genannt. 

Auf  das  kreisende  Elektron  wirkt  einerseits  die  elektrische  An- 
ziehung seitens  des  Kernes,  andererseits  die  Fliehkraft.  Nach 
dem  dritten  NEWTONschen  Bewegungsgesetz  müssen  beide  Kräfte 
einander  gleich  sein.  Die  Anziehung  ist  nach  dem  CouLOMBschen 
Gesetz  gleich  ze2\a2\  die  Fliehkraft  ist,  wenn  die  Masse  des  negativen 
Elektrons  mit  m  bezeichnet  wird,  mv2ja. 

Aus  der  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  folgt  die  Beziehung 

(1)  mv2  o,  —  ze2 . 

Andererseits  muß  in  einer  quantentheoretisch  ausgezeichneten  Bahn 
(nach  Gl.  5  und  7  des  §  79)  die  Beziehung  erfüllt  sein 

(2)  mav  =  _. 

Die  ganze  Zahl  n  wird  als  Quantenzahl  bezeichnet,  die  die  Bahn 
charakterisiert.  Ist  ihr  Wert  gegeben,  so  enthalten  die  Gl.  1  und  2  als 
einzige  Unbekannte  nur  noch  den  Bahnhalbmesser  a  und  die  lineare 
Geschwindigkeit  v,  so  daß  aus  den  beiden  Gleichungen  diese  beiden 
Größen  ermittelt  werden  können.  Die  Werte,  die  diesen  Größen  in  dem 
n- quantigen  Zustande  zukommen,  mögen  mit  dem  Index  n  bezeichnet 
werden.  Den  Wert  von  an  findet  man,  indem  man  die  Gl.  2  quadriert 
und  durch  die  Gl.  1  dividiert;  es  ergibt  sich  so 


§81.    Die  Spektralformel  von  Bohr. 
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Die  Radien  der  quantentlieoretisch  ausgezeichneten  Bahnen  verhalten 
sich  also  wie  die  Quadrate  der  Quantenzahlen. 

Die  Geschwindigkeit  in  deryi-quantigen  Bahn  finden  wir,  indem 
wir  die  Gl.  2  durch  die  Gl.  3  dividieren;  es  ist 

7t  v  2  n  x  e2 

x  ;  nh 

Die  linearen  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die 
Quantenzahlen. 

Schließlich  werde  die  Energie  berechnet,  die  in  der  ra-quantigen 
Bahn  dem  Elektron  zukommt.  Die  kinetische  Energie  finden  wir,  indem 
wir  das  halbe  Geschwindigkeitsquadrat  mit  der  Masse  m  multiplizieren. 
Die  potentielle  Energie  ist  ' 

(5)  Ü'pot  =  -  ~  ■ 

Das  Vorzeichen  muß  negativ  gewählt  werden,  weil  ja  die  Kraft,  die  den 
negativen  partiellen  Differentialquotienten  der  potentiellen  Energie  nach 
a  darstellt,  anziehend  ist,  die  Größe  a  demnach  zu  vermindern  trachtet 
und  daher  negativ  zu  rechnen  ist.1  Im  übrigen  stellt  die  potentielle 
Energie  die  Arbeit  dar,  die  aufgewendet  werden  muß,  um  das  Elektron 
aus  seiner  Bahn  ins  Unendliche  zu  entfernen.  Andererseits  ist  aber 
nach  Gl.  1 

(6)  -#Pot=-mfn2. 

Da  die  kinetische  Energie  gleich  ist  mv2/2f  ist  also  die  potentielle 
Energie  entgegengesetzt  doppelt  so  groß.  Es  ist  daher  die  gesamte 
Energie  als  Summe  aus  der  kinetischen  und  der  potentiellen 

(7)  B=-^ 


n 

oder  nach  Gl.  4 

2  TT2  z*  e±rn 


(8)  K  =  - 


Die  Energie,  die  dem  kreisenden  Elektron  in  einer  stabilen  Bahn  zu- 
kommt, ist  dem  Quadrate  der  Quantenzahl  umgekehrt  pro- 
portional. 

§  81.   Die  Spektralformel  von  Bohr. 

Bei  dem  BoHRSchen  Atommodell  erscheint  jeder  jpbergang 
zwischen  zwei  ausgezeichneten  Bahnen  mit  einem  Energie- 
umsatz  verbunden.  Der  größeren  Quantenzahl  entspricht  dabei  der 
größere  Wert  der  Energie  (wegen  des  negativen  Vorzeichens  in  Gl.  8 
des  §  80).    Wird  durch  den  Übergang  die  Quantenzahl  erniedrigt, 


1  Man  kann  natürlich  zu  der  rechten  Seite  der  Gl.  5  noch  eine  beliebige  Kon- 
stante hinzuaddieren,  wodurch  die  Energie  positiv  wird. 
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so  wird  Energie  frei.  Umgekehrt  ist  ein  Übergang,  der  die  Quanten- 
zahl  erhöht,  nur  bei  Energiezufuhr  möglich. 

Nach  der  Grundannahme  von  Bohe  soll  nun  durch  das  Freiwerden 
von  Energie  bei  einem  derartigen  Übergang  stets  ein  Lichtquantum 
erzeugt  und  umgekehrt  bei  dem  entgegengesetzten  Übergang  die  Energie- 
zufuhr durch  Aufnahme  eines  Lichtquantums  bewerkstelligt  werden.  Be- 
trachten wir  also  zwei  Bahnen,  denen  die  Quantenzahlen  wund  s  zukommen 
mögen,  wobei  n  >  s  sei,  so  wird  bei  dem  Übergang  aus  der  n-quan- 
tigen  in  die  s-quantige  Bahn  Strahlung  von  einer  bestimmten  Frequenz  v 
emittiert,  bei  dem  umgekehrten  Übergang  aber  Strahlung  von  der- 
selben Frequenz  v  absorbiert.  Die  Frequenz  v  aber  bestimmt  sich 
nach  der  vorhin  angegebenen  sogenannten  BoiiKSchen  Frequenz- 
bedingung dadurch,  daß  sie  dem  Energieunterschied  äquivalent 
ist  (im  Sinne  der  Gl.  5  des  §  78).    Es  ist  also 

(1)  hv  =  E-  E. 

\   I  n  s  . 

Setzen  wir  für  die  Energie  den  Wert  aus  der  Gl.  8  des  §  80  ein, 
so  nimmt  die  Frequenzbedingung  die  Gestalt  der  von  Bohr  im  Jahre 
1913  abgeleiteten  Spekträlformel  an 

(2)  v  =  — SP — b-^r 

Da  sowohl  s  als  auch  n  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  durchlaufen  kann, 
ergibt  sich  somit  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Frequenz- 
werten. Diese  zweifache  Mannigfaltigkeit  stellt  das  Linienspektrum 
des  betreffenden  Atoms  dar.  Es  kann  als  Emissionsspektrum  oder 
als  Absorptionsspektrum  auftreten.  Es  setzt  sich  aus  Serien  zu- 
sammen, die  ihrerseits  einfache  Mannigfaltigkeiten  darstellen  und  die 
sich  ergeben,  wenn  der  einen  Quantenzahl  (.<?)  ein  fester  Wert  gegeben 
wird,  während  die  andere  Quantenzahl  (n)  die  Eeihe  der  ganzen  Zahlen 
durchläuft.  Mit  wachsender  Quantenzahl  n  nähern  sich  daher  die  Linien 
jeder  Serie  einer  Grenze,  deren  Frequenz  bei  der  Emission  äquivalent 
ist  der  Energie  des  Endzustandes  (bzw.  bei  der  Absorption  der  des 
Anfangszustandes). 

Sind  n,  r  und  s  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  muß  natürlich  die 
Identität  gelten 

(3)  (K-th)  =  (K-K)  +  [Er-^- 

Diese  Identität  können  wir  andererseits  auch  in  der  Form  schreiben 

Ersetzen  wir  in  diesen  Gleichungen  die  Energiedifferenzen  durch  die 
äquivalenten  Frequenz  werte,  so  erkennen  wir  ohne  weiteres,  wie  es  mög- 
lich sein  kann,  durch  additive  oder  subtraktive  Kombination 
aus  bereits  bekannten  Spektrallinien  neue  abzuleiten.  Bezeichnen  wir 
beispielsweise  die  Spektrallinie,  die  bei  der  Emission  durch  Übergang 
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aus  der  fünfquantigen  in  die  dreiquantige  Bahn  entsteht,  mit  v3  5  usw.r 
so  kann  man,  wenn  die  Spektraliinien  v3  5  und  i>23  gegeben  sind,  daraus 
auf  die  Existenz  einer  Linie  schließen. 

^3,5  +  »'2.8  (= 

ebenso,  wenn  etwa  die  Linien  i>2  3  und  gegeben  sind,  auf  die  Existenz 
einer  Linie 

»'2,3-  V2A  (=  VS,t) 

usw.  Dieses  sogenannte  Kombinationsprinzip  wurde  bereits  vor  der 
Begründung  der  Bohr  sehen  Theorie  von  Ritz  im  Jahre  1908  aufgestellt. 

Was  die  Intensität  der  Spektrallinien  betrifft,  so  hängt  sie 
offenbar  von  der  Häufigkeit  des  Überganges  ab,  durch  den  sie  hervor- 
gerufen wird.  Da  zwischen  benachbarten  Bahnen  der  Ubergang  wohl 
häufiger  ist  als  zwischen  entfernteren,  so  wird  demnach  innerhalb  jeder 
Serie  die  größte  Intensität  bei  der  Linie  mit  der  kleinsten  Frequenz  zu 
erwarten  sein. 

§  82.    Die  Linienspektren  des  Wasserstoffs  und  des  Heliums. 

Indem  wir  in  der  Bohr  sehen  Spektralformel  (Gl.  2  des  §  81)  die 
Kernladungszahl  z  gleich  Eins  setzen,  erhalten  wir  das  Linienspektrum 
des  Wasserstoffs,  von  dem  bisher  drei  Serien  bekannt  sind.  In 
der  Tat  verhalten  sich,  wie  es  die  Bohr  sehe  Theorie  verlangt,  die 
Grenzfrequenzen  dieser  drei  Serien  wie  1 :  J/4 : 1/9. 

Am  längsten  ist  die  Serie  bekannt,  die  bei  der  Emission  •  durch 
Übergang  in  einen  zweiquantigen  Endzustand  entsteht;  sie  wurde 
deshalb  zuerst  beobachtet,  weil  ihre  stärksten  Linien  dem  kleinen  Be- 
reiche des  Gesamtspektrums  angehören,  der  für  das  menschliche  Auge 
sichtbar  ist.  Von  diesen  Linien,  die  heute  mit  Ha, Hg,  H,, bezeichnet 
werden1,  ist  die  erste  rot,  die 

..    ,. ;         -,.     ,  ...  i     .  rot  blau        violett  ultraviolett 

zweite  blau,  die  dritte  und  vierte 
violett;  sie  sind  identisch  mit 
Linien,  die  bereits  Fraunhofer 
als  Absorptionslinien  des  Sonnen- 
spektrums entdeckt  hatte.  (Es  Fig.  51, 
sind  die  sogenannten  Fraun- 
hofer sehen  Linien  C,  F,  f,  h).  Die  weiteren  Linien  der  Serie  liegen  im 
Ultravioletten  (s.  Fig.  51.) 

Schon  im  Jahre  1885  hat  nun  Balmer  die  höchst  bedeutungsvolle 
Entdeckung  gemacht,  daß  zwischen  den  Wellenlängen  der  einzelnen 
Linien  dieser  Serie  sehr  einfache  zahlenmäßige  Beziehungen  bestehen. 
Die  Frequenzen  der  einzelnen  Linien  sind  nämlich  durch  die  sogenannte 
BALMERSche  Formel  darstellbar: 


ff 


3 


Serien 
grenze- 


1  H  ist  das  chemische  Symbol  des  Wasserstoffs. 
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(1)  "'•  ' 

wobei  für  n  der  Eeihe  nach  die  ganzen  Zahlen  von  drei  an  zu  setzen 
sind2;  N  aber  bedeutet  eine  konstante  Schwingungszahl,  die  um  etwa 
zwei  Oktaven  höher  liegt  als  die  violette  (Jrenze  des  für  das  mensch- 
liche Auge  sichtbaren  Spektralgebietes;  es  ist 

(2)  8,291. 10"  sec-1. 

Von  der  durch  die  Balmer  sehe  Formel  dargestellten  sogenannten 
optischen  Serie  des  Wasserstoffspektrums  wurden  die  ersten  20  Linien 
in  Geissler sehen  Köhren  nachgewiesen,  weitere  12  Linien  hingegen  nur 
in  der  Spektren  von  Gestirnen  beobachtet.  Die  Theorie  vermag  dies 
dadurch  zu  erklären,  daß  ja  der  Bahnhalbmesser  mit  dem  Quadrate  der 
Quantenzahl  wächst.  Die  21.  Linie  entsteht  bei  der  Emission  durch 
Ubergang  aus  der  23-quantigen  Bahn,  deren  Radius  also  mehr  als  öOümal 
so  groß  ist  wie  der  der  einquantigen  Bahn.  Andererseits  kann  aber  der 
Radius  im  allgemeinen  offenbar  nicht  größer  sein  als  der  Abstand  zweier 
benachbarter  Molekeln.  So  große  Bahnen  können  sich  also  nur  bei 
hinreichender  Verdünnung  ausbilden.  Die  Absorptionsspektren  sind 
im  allgemeinen,  und  so  auch  im  Falle  der  Balm  ER-Serie,  linienreicher 
als  die  Emissionsspektren.  Dies  erklärt  sich  daraus,  daß  die  wuch- 
tigste Vorbedingung  zur  Entstehung  von  Spektrallinien  die  ungestörte 
Ausbildung  der  Anfangsbahn  ist.  Diese  ist  aber  bei  der  Emission  die 
äußere,  bei  der  Absorption  hingegen  die  innere  Bahn. 

Mit  Hilfe  des  Ritz  sehen  Kombinationsprinzipes  ist  es  im  Jahre  1908 
Paschen  gelungen,  im  Ultraroten  die  Serie  aufzufinden,  die  bei  der 
Emission  durch  Übergang  in  eine  dreiquantige  Bahn  entsteht;  sie 
wird  also  durch  die  Formel  beschrieben 

(3)  „  =  iy(i._J_)      (»  =  4,5,...). 

Die  Serie,  die  bei  der  Emission  durch  Übergang  in  eine  einquan- 

2  Balmer  selbst  verglich  nicht  die  Frequenzen,  sondern  die  Wellenlängen,  für 
die  er,  mit  anderen  Buchstaben,  die  Formel  ermittelte 


wobei  C  eine  Konstante  bedeutet,  die  gleich  ist  AcjN  (c  die  Lichtgeschwindigkeit). 
—  Die  Wellenlängen  werden  gewöhnlich  in  ANGSTRÖM-Einheiten  (abgekürzt 
Ä.-E.)  angegeben.  1  Ä.-E.  ist  gleich  10~ 9  cm  oder  7m  Wi  1  PI*  1®*  wiederum  der 
millionste  Teil  eines  Millimeters.  Statt  der  Frequenzen  wird  häufig  der  Quotient 
aus  ihnen  und  der  Lichtgeschwindigkeit  angegeben.  In  diesem  Maße  ist  die  Kon- 
stante der  Balmer  sehen  Formel  109  677,69.  Es  sei  auch  auf  die  außerordentliche 
Genauigkeit  der  spektroskopischen  Messungen  hingewiesen,  deren  Fehlergrenzen 
oft  kleiner  sind  als  der  millionste  Teil  des  gemessenen  Wertes. 
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tige  Endbahn  entsteht,  wurde  im  Jahre  1914  von  Lymän  im  Ultra- 
violetten entdeckt;  sie  ist  durch  die  Formel  darstellbar 


Schematisch  ist  die  Entstehung  der  drei  Serien  in  Fig.  52  dargestellt. 

Setzen  wir  in  der  Bohk  sehen  Spektralformel  die  Kernladungszahl  z 
gleich  zwei,  so  erhalten  wir  das  Modell  eines  Atoms,  dessen  Kernladung 
zwei  Elementarquanten  beträgt,  während 
nur  ein  einziges  negatives  Elektron  den 
Kern  umkreist.  Ein  solches  Atom  wäre 
nicht  neutral,  sondern  würde  einen 
Uberschuß  an  positiver  Elektrizität  von 
einem  Elementarquantum  aufweisen ;  es 
wäre,  wie  man  sagt,  einfach  positiv 
„ionisiert".  Da  die  ^-Teilchen,  deren 
Identität  mit  den  Helium-Atomkernen 
erwiesen  ist  (s.  §  76),  auch  mit  zwei 
positiven  Elementarquanten  geladen 
sind,  so  würde  das  erwähnte  Modell  ein  ionisiertes  Helium-Atom 
darstellen,  das  von  seinen  beiden  den  Kern  umkreisenden  negativen 
Elektronen  eines  abgegeben  hat. 

Nach  der  Bohr  sehen  Spektralformel  müßte  bei  einem  Übergang 
aus  einer  rc-quantigen  in  eine  .v-quantige  Bahn  bei  dem  ionisierten  Helium 
eine  viermal  so  große  Schwingungszahi  hervorgerufen  werden  wie  bei 
dem  Wasserstoff  (denn  v  ist  ja  proportional  z2).  Das  Spektrum  des 
ionisierten  Heliums  wäre  also  durch  die  Formel  dargestellt 

wofür  man  auch  schreiben  könnte 


Fig.  52. 


(6) 


v  =  N 


(t) 


In  der  Tat  hat  nun  schon  im  Jahre  1901  Pickering  in  dem 
Spektrum  eines  Sternes  (es  war  £  Puppis)  eine  Serie  entdeckt,  die  der 
Gl.  6  für  s  =  4  entspricht.  Im  Jahre  1912  entdeckte  dann  Fowler  in 
dem  Spektrum  einer  Geissler  sehen  Eöhre  eine  Serie,  die .  durch  die 
GL  6  beschrieben  wird,  wenn  darin  s  =  3  gesetzt  wird.3 

Sowohl  die  Pickering-  als  auch  die  FowLER-Serie  wurde  ursprüng- 
lich fälschlich  dem  Wasserstoff  zugeschrieben.    Die  BoHRSche 


9  Früher  unterschied  man  zwei  FowLER-Serien,  je  nachdem,  ob  n  gerade  ist 
oder  ungerade.    Diese  Unterscheidung  erscheint  aber  ganz  überflüssig. 


Theorie  der  Spektren. 


Theorie  läßt  in  ihnen  Serien  des  Heliums  erkennen,  und  es  war  ein 
großer  Erfolg  für  die  BoHRsche  Theorie,  als  es  Paschen  und  Bar- 
tels im  Jahre  1914  gelang,  die  FowLER-Serie  in  GEissLERSchen  Röhren 
zu  erzeugen,  die  mit  reinem  Heliumgas  gefüllt  und  von  jeder  Beimengung 
von  Wasserstoff  völlig  frei  waren.4  5 


§  83.    Die  spektroskopische  Bestimmung  der  physikalischen  Funda- 
mentalkonstanten. 

Nachdem  zunächst  Balmer  in  der  Schwingungszahl  von  3291  Billionen 
in  der  Sekunde  eine  für  das  Wasserstoffspektrum  fundamentale  Konstante 
erkannt  hatte,  fand  im  Jahre  1895  Rydberg,  daß  sich  auch  die  Gesetz- 
mäßigkeiten, die  in  den  Spektren  anderer  Elemente  entdeckt  worden 
waren,  durch  Formeln  darstellen  lassen,  die  der  Balmer  sehen  ähnlich 
sind  und  in  denen  ebenfalls  jene  Schwingungszahl  eine  wesentliche  Rolle 
spielt.1  Diese  Schwingungszahl  gewinnt  dadurch  die  Bedeutung  einer 
universellen  Konstanten,  die  heute  allgemein  als  die  RTDBERGsche 
Konstante  bezeichnet  wird.    Nach  Gl.  2  des  §  81  ist 

(i) 

Diese  Beziehung,  die  die  Fundamentalkonstante  der  Spektroskopie  mit 
den  Grundgrößen  der  Elektronentheorie  und  mit  dem  elementaren  Wir- 
kungsquantum verknüpft,  wurde  zuerst  im  Jahre  1910  von  dem  Ver- 
fasser dieses  Buches2  und  genauer  später  von  Bohr  aus  seiner  Theorie 
abgeleitet. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  besteht  darin,  daß  sie  auf  spek- 
troskopischem Wege  eine  genaue  Bestimmung  der  wichtigsten  univer- 
sellen Konstanten  der  modernen  Physik  ermöglicht,  nämlich  des 
elektrischen  Elementarquantums,  der  Elektronenmasse  und  des  elemen- 
taren Wirkungsquantums.  Wohl  enthält  die  Gl.  1  alle  diese  drei  Un- 
bekannten; aber  andererseits  ist  das  Verhältnis  ejm  durch  Messungen  an 
Kathodenstrahlen  bekannt  (s.  §  73),  das  Verhältnis  ejh  wiederum  durch 
Messungen  des  lichtelektrischen  Effektes  (s.  §  78).     Wir  können  daher 


4  Neben  dem  Spektrum  des  ionisierten  Heliums  gibt  es  auch  ein  komplizierteres 
Spektrum  des  neutralen  Heliums. 

5  Von  großem  theoretischen  Interesse  wäre  das  Spektrum  des  „doppelt, 
ionisierten"  Lithiums,  bei  dem  ein  einziges  negatives  Elektron  einen  Kern  umkreisen 
würde,  der  eine  Ladung  von  drei  positiven  Elementarquanten  hätte.  Die  experi- 
mentelle Beobachtung  dieses  Spektrums  ist  aber  bisher  noch  nicht  gelungen. 

1  S.  $  8*. 

2  Sitz.-Ber.  d.  Wiener  Akad.,  Abt.  IIa,  1910,  S.  119-U4;  auch  Physikal. 
Zeitschr.  11,  1910,  S.  587.  Diese  Ableitung,  bei  der  zum  ersten  Male  das  Quanten- 
prinzip auf  die  Atomtheorie  angewendet  wurde,  gründete  sich  allerdings  auf  das 
Thomson  sehe  Atommodell  und  führte  darum  zu  einem  unrichtigen  Zahlenfaktor 

(statt  zu  dem  richtigen  2). 
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die  Gl.  1  in  einer  Form  schreiben,  in  der  sie  nur  eine  Unbekannte, 
nämlich  e  enthält,  und  zwar 

(2)  *n%*  • 
W  (e/ra).(///e)3 

Setzen  wir  hierin  für  e/m  den  Wert  von  ca.  5,3— 5,4. 1017  elektro- 
statischen Einheiten  und  für  hje  den  Wert  von  1,36. 10-17  absoluten 
Einheiten  ein,  so  ergibt  die  Auflösung  der  Gl.  2  nach  e  für  das  elek- 
trische Elementarquantum 

(3)  e  =  4,8. 10-10  elektrostat,  Einh. 

Aus  dem  vorhin  angegebenen  Werte  von  hje  folgt  daraus  für  das  hypo- 
thetische elementare  Wirkungsquantum 

(4)  h  =  6,5.10_27erg  sec. 

Dieser  Wert  wurde  zuerst  (wovon  in  einem  späteren  Abschnitte  aus- 
führlich die  Rede  sein  wird)  von  Planck  aus  seinem  Strahlungsgesetze 
im  Jahre  1900  ermittelt. 

Aus  dem  bekannten  Werte  ,  von  e/m  und  aus  Gl.  3  ergibt  sich  für 
die  Masse  des  negativen  Elektrons 

(5)  w  =  9.10-28g. 

Aber  auch  die  Masse  des  positiven  Elektrons  oder,  was  ja  praktisch 
dasselbe  ist,  die  Masse  des  Wasserstoffatoms  (wH)  läßt  sich  aus 
Gl.  3  leicht  ermitteln,  wenn  man  die  durch  elektrolytische  Messungen 
recht  genau  bekannte  Eakad AYSche  Konstante  berücksichtigt 

(6)  —  =  2,9. 10u  abs.  Einh. 

(s.  Gl.  4  des  §  67).    Daraus  folgt 

(7)  wiH  =  l,66.10~24g. 

Hieraus  läßt  sich  wiederum  eine  andere  wichtige  Konstante  ableiten, 
.die  sogenannte  LosCHMiDTsche  Zahl.  Sie  gibt  an,  wie  viel  Atome  oder 
Molekeln  in  so  viel  Grammen  eines  homogenen  Stoffes  enthalten  sind,  als 
das  Atomgewicht  oder  Molekulargewicht  dieses  Stoffes  beträgt.  Man 
bezeichnet  die  Masse,  die  durch  diese  Zahl  von  Grammen  ausgedrückt 
wird,  als  ein  Gramm- Atom  oder  eine  Gramm-Molekel.  Da  das  Atom- 
gewicht auf  Sauerstoff  =  16,000  bezogen  wird,  beträgt  also  ein  Gramm- 
Atom  Wasserstoff  1,008  g;  eine  Gramm-Molekel  Wasserstoff  doppelt  so- 
viel, eine  Gramm-Molekel  Wasser  etwa  18  g  usw.  Nach  dieser  Definition 
muß  die  Zahl  der  Atome  im  Gramm-Atom  oder,  was  ganz  dasselbe  ist, 
die  Zahl  der  Molekeln  in  der  Gramm-Molekel  eine  universelle  Kon- 
stante darstellen;  nach  dem  Forscher,  der  sie  zuerst  (1865)  durch  gas- 
kinetische Methoden  der  Größenordnung  nach  bestimmte3,  wird  sie  eben 


8  S.  §  115. 
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als  die  Loschmldt  sehe  Zahl  bezeichnet.  Für  sie  ergibt  sich  also  der 
Wert 

(8)  Z  =  1W*M=  6,1. 1023. 

Zwei  Gramm  Wasserstoff  enthalten  danach  ungefähr  eine  Quadrillion 
von  Atomen,  die  Masse  des  negativen  Elektrons  ist  noch  etwa  1800  mal 
kleiner- als  die  des  Wasserstoffatoms.  Ungefähr  zwei  Milliarden  elek- 
trischer Elementarquanten  ergeben  eine  absolute  elektrostatische  Ladungs- 
einheit, von  der  einige  wenige  auf  die  üblichen  Ladungen  von  Leidener 
Flaschen  entfallen.  Die  Ladung  eines  ionisierten  Wasserstoffatoms  ist 
also  absolut  nicht  sehr  groß,  wohl  aber  relativ  sehr  beträchlich  wegen 
der  außerordentlichen  Kleinheit  der  Atome.  Betrachten  wir  nämlich 
zwei  ionisierte  Wasserstoffatome,  so  wirken  zwischen  ihnen  einerseits 
die  Gravitationskraft  und  andererseits  eine  durch  das  Coulomb  sehe  Ge- 
setz bestimmte-  elektrische  Abstoßung.  Für  das  Verhältnis  zwischen 
Abstoßung  und  Anziehung  ergibt  sich,  wenn  die  Gravitationskonstante 
mit  x{—  6,6S.  10-8)  bezeichnet  wird,  der  Wert 

(9)  ;  4        - 4,2.10". 

Die  elektrische  Kraft  ist  danach  einige  septillionenmal  so  groß  wie 
die  Gravitationskraft.  Von  der  Größe  des  elementaren  Wirkungsquan- 
tums gewinnt  man  schließlich  eine  Vorstellung,  wenn  man  Energieele- 
mente von  sichtbarem  Lichte  betrachtet.  Obwohl  die  Schwingungszahl 
des  violetten  Lichtes  etwa  8()0  Billionen  in  der  Sekunde  beträgt,  sind 
gleichwohl  violette  Lichtquanten  so  klein,  daß  erst  zwanzig  Trillionen  ihrer 
der  Energie  gleich  kommen,  die  aufgewendet  werden  muß,  um  ein  Ge- 
wicht von  einem  Kilogramm  ein  Meter  hoch  zu  heben. 

Siud  die  Werte  von  e,  m  und  h  bekannt,  so  lassen  sich  endlich 
auch  leicht  die  Größen  berechnen,  die  die  einquantige  Bahn  des 
Wasserstoffatoms  charakterisieren.  Die  entsprechenden  Werte  der 
Energie,  der  linearen  Geschwindigkeit,  des  Bahnhalbuiessers  und  der 
Umlaufszahl  mögen  mit  £*,  v*9  a*  und  «*  bezeichnet  werden.  Dann 
ist  (nach  Gl.  1  des  §  86  und  Gl.  8  des  §  8U) 

(10)  E*  =  -  hN*  =-  2,1. 10-11  erg. 

Für  die  Geschwindigkeit  ergibt  sich  aus  der  Gl.  4  des  §  80  der  Wert 

(1 1)  v*  =         =  2,2 . 108  cm  sec"1 . 

Daraus  folgt  wieder  für  das  Verhältnis  v*/c,  das  in  späteren  Betrach- 
trachtungen eine  Eolle  spielen  wird  und  das  mit  a  bezeichnet  werde, 

(12)  «  =  —  =         =  7,3. 10-3. 


§  84.    Die  Mitbewegung  des  Atomkerns. 


17 


Der  Halbmesser  der  einquantigen  Bahn  hängt  mit  der  Größe  E*  durch 
die  Beziehung  zusammen 


(13)  «* 


2E* 


(nach  Gl.  5  des  §  80  und  bei  Berücksichtigung  des  Umstandes,  daß  die 
gesamte  Energie  halb  so  groß  ist  wie  die  potentielle).    Daraus  folgt 

(14)  .     a*=  ^  =  5,4. 10-°  cm.' 

Für  die  Umlaufszahl  of  ergibt  sich  schließlich 

(15)  co*  =  2N=  ßjöS.lO^sec-1.  . 

§  84.    Die  Mitbewegung  des  Atomkerns. 

Nach  den  Formeln,  die  für  die  Linienspektren  des  Wasserstoffs 
und  des  Heliums  aus  der  Bohr  sehen  Theorie  abgeleitet  wurden,  müßte 
jede  zweite  Linie  der  Pickering  - Serie  zusammenfallen  mit  einer 
Linie  der  optischen  BALMER-Serie  des  Wasserstoifes;  denn  da  für  die 
PiCKERiNG-Serie  in  der  Gl.  6  des  §  82  s  =  4  zu  setzen  ist,  so  wäre  für 


Fig.  53. 

gerade  Werte  von  n  völlige  Übereinstimmung  mit  der  Gl.  1  des  §  82 
zu  erwarten.  Tatsächlich  zeigen  sich  aber  die  entsprechenden  Linien 
der  PiCKERiNG-Serie  um  eine  Kleinigkeit  in  der  Richtung  zunehmender 
Frequenz,  innerhalb  des  sichtbaren  Spektralgebietes  also  in  der  Richtung 
gegen  das  Violette  zu  verschoben  (vgl.  Fig.  53,  worin  die  Wasserstoff- 
iinien  gestrichelt,  die  Heliumlinien  ausgezogen  sind). 

Auch  für  diese  sogenannte  Violettverschiebung  der  Helium- 
linien vermochte  Bohr  eine  vollkommene  theoretische  Erklärung  zu 
erbringen,  als  er  die  frühere  Theorie  dahin  vervollständigte,  daß  er  auch 
die  Mitbewegung  des  Atomkerns  berücksichtigte.  Tatsächlich  kreist 
ja  nicht  das  negative  Elektron  um  den  Kern,  sondern  beide  kreisen  um 
ihren  gemeinsamen  Schwerpunkt. 

Nennen  wir  die  Entfernungen,  die  das  negative  Elektron  und  der 
Kern  von  dem  Schwerpunkte  haben,  x  und  y  und  die  Kernmasse  M,  so 
gilt  die  Proportion 

(1)  *  x :  y  —  M:  m       [x  -f-  y  —  a) . 

Daraus  folgt 

Die  Geschwindigkeit  des  negativen  Elektrons  sei  v,  die  des  Kernes  v". 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  2 
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Dann  ist,  weil  ja  beide  dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  haben,  die  w  ge- 
nannt werde, 

(3)  v  —  x  w ,       v"  —  y  w  . 

Für  die  kinetische  Energie  ergibt  sich  hieraus  der  Wert 

Ekiu  =  ^{mx2  +  Äly2) 

oder  nach  Gl.  2 

a2  w;2  M m  (M  +  vn) 
kin  =         2{M  +  mf 

Setzen  wir  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Rechnungen  vorübergehend 
so  wird  also 

(5)  £Mn=aif"  ■ 

Andererseits  muß  die  Fliehkraft  gleich  sein  der  Anziehungskraft; 
es  ist  also 

z  e2 

(6)  '  mxw2  —  -- 1  • 

Da  nun  nach  Gl.  2  und  4  mx  gleich  ist  afi,  so  wird  daher 

(i) 

und  daher  nach  Gl.  5 


(8)  E^~~ 
Die  potentielle  Energie  ist 

(9)  4>ot  = 


und  daher  wird  die  gesamte  Energie  in  der  n- quantigen  Bahn 


(10)  £.  = 


2an 


in  Übereinstimmung  mit  §  80).  Es  handelt  sich  also  noch  darum,  die 
Größe  an  aus  dem  Quantenprinzip  (nach  der  Methode  des  §  80)  zu  be- 
rechnen. 

Da  w  gleich  ist  dem  zeitlichen  Differentialquotienten  der  einzigen 
Koordinate,  so  ergibt  sich  der  Impuls  durch  partielle  Differentiation  der 
rechten  Seite  der  Gl.  5  nach  w.    Es  ist  somit 

(11)  p  =  a2  ic  fi  . 

Der  Impuls  ist  also  wegen  der  Konstanz  von  w  und  a  ebenfalls  kon- 
stant. Da  andererseits  das  Integral  der  Lagenkoordinate  über  eine 
Periode  der  Bewegung  den  Wert  2n  ergibt,  so  führt  das  Quantenprinzip 
wiederum  zu  der  Forderung,  daß  2;T/?  ein  ganzzahliges  Vielfaches  des 
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elementaren  Wirkungsquantums  sei.  Es  muß  die  Beziehung  bestehen 
(12)  /  2  ttö2  top  —  nh. 

Quadrieren  wir  diese  Gleichung  und  dividieren  wir  sie  durch  die  61.  7, 
so  finden  wir 

7?2  /i2 

Daraus  folgt  nach  61.  10  für  die  Energie 
{14)  B  =  - ^2^eV-  • 

Wie  uns  ein  Vergleich  mit  der  61.  8  des  §  80  zeigt,  ist  also  an 
die  Stelle  der  6röße  m  die  6röße  fx  getreten.  Wenn  wir  die  Schwin- 
gungszahl JV  durch  die  61.  1  des  §  83  definieren,  so  lautet  demnach 
die  verbesserte  BoHESche  Spektralformel 


v  =  z2N 


oder 
(15) 


s2  n*J 


N 


r  1 


1  + 


M 


Weder  bei  dem  Wasserstoff  noch  bei  dem  Helium  kann  demnach 
die  Konstante  des  Linienspektrums  genau  gleich  sein  der  durch  die 
61.  1  des  §  83  definierten  R-YDBEEGschen  Konstanten.  Diese  selbst 
möge  mit  bezeichnet  werden,  weil  die  61.  15  in  die  früher  abgelei- 
tete BoHESche  Spektral formel  (§81)  übergeht,  •  wenn  der  Atomkern  un- 
endlich mal  so  schwer  angenommen  wird  wie  das  ihn  umkreisende  nega- 
tive Elektron.  Nennen  wir  die  Konstanten  der  beiden  Spektren  iVH  und 
JVee  und  die  Massen  des  Wasserstoff-  und  des  Heliumkerns  J/H  und  MHg, 
so  wird 


(16) 


l  + 


M, 


'He 


1  + 


AI 


He 


Da  der  Heliumkern  eine  etwa  viermal  so  große  Masse  hat  wie  der 
Wasserstoff  kern,  so  muß  NHe  größer  sein  als  JV"H,  wodurch  sich  ohne 
weiteres  die  Violettverschiebung  der  Heliumlinien  erklärt. 

6enaue  Messungen  von  Paschen  haben  für  die  beiden  6rößen  iVH 
und  iVHe  die  Werte  ergeben 


(17) 


He 


=  109677,691 


=  109  722,144 


(±0,06), 
(±0,04), 
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wobei  die  eingeklammerten  Werte  die  Fehlergrenzen  darstellen.  Das 
Verhältnis  3IHe  zu  Mn  kann,  da  die  negativen  Elektronen  zur  Mas-e 
des  Atoms  kaum  etwas  beitragen,  gleichgesetzt  werden  dem  auf  Wasser- 
stoff bezogenen  Atomgewicht  des  Heliums,  also  3,97.  Aus  den  Gl.  16 
folgt  somit,  wenn  wir  die  erste  durch  die  zweite  dividieren  und  das 
Verhältnis  m ./ Ma  mit  x  bezeichnen, 


H  B,U7 


NHe  1  +  x 


*  He  -  ^  H 


^H  ~  1 


^H       3,97  AHe 


Hieraus  folgt 
(18) 

und  somit 

1        Mu        109  678  -  27638 

(19  -  =  —  =   — -   1845  . 

'  x         m  44,4o3 

Nun  ist  andererseits  das  Verhältnis  e/ MH,  nämlich  die  spezifische 
Ladung  des  Wasserstoffions,  aus  elektrochemischen  Messungen  sehr  genau 
bekannt  (s*  §67);  nach  den  neuesten  genauesten  Messungen  wird  ein 
Gramm- Atom  eines  einwertigen  Grundstoffes  in  der  Zeiteinheit  durch  eine 
Stromstärke  von  9649,4  absoluten  elektromagnetischen  Einheiten  aus- 
geschieden. Da  ein  Gramm- Atom  Wasserstoff  1,008  g  wiegt,  so  ist 
somit  mit  einem  Gramm  Wasserstoff  eine  Ladung  verbunden  von 
c  X  9649,4/1,008  oder  2,872  1<>14  elektrostatischen  Einheiten.  Die 
Ladung,  die  einem  Wasserstoffatom  anhaltet  und  die  eben  gleich  ist 
dem  elektrischen  Elementarquantum,  findet  man,  indem  man  die  eben 
angegebene  Elektrizitätsmenge  mit  der  Masse  des  Wasserstoffatoms  mH 
multipliziert.    Es  ist  also 


(20)  -  2,872. 1014  abs.  Einh.1 

k  Multipliziert  man  diesen  Wert  mit  der  Zahl  1846  (weil  ja  die  Atom- 
masse mR  gleich  ist  der  Summe  aus  Kernmasse  Jlln  und  Elektronen- 
masse m),  so  erhält  man  den  Quotienten  e/m,  also  die  spezifische 
Ladung  des  negativen  Elektrons.    Hierfür  ergibt  sich  also 

(21)  =  5,30. 1017  elektrostät,  Einh. 

Die  vollkommene  Ubereinstimmung  zwischen  dem  durch  spektro- 
skopische Messungen  ermittelten  und  dem  durch  direkte  Beobach- 
tungen an  Kathodenstrahlen  gewonnenen  Werte  (s.  §  69)  bedeutet 
einen  glänzenden  Erfolg  der  Bohr  sehen  Theorie. 

1  Es  ist  zu  beachten,  daß  diese  Konstante  oft  auch  statt  auf  das  Wasserstoffion 
auf  die  Atomgewichtseinheit,  nämlich  den  16.  Teil  der  Masse  des  Sauerstoffatoms 
bezogen  wird.  Da  AfH  1,008  mal  so  groß  ist,  wird  dann  die  spezifische  Ladung 
im  Verhältnis  1  :  1,008  kleiner. 


§  84.   Die  Mitbewegung  des  Atomkerns. 
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Setzen  wir  in  der  ersten  der  Gl.  16  für  das  Verhältnis  w/i/H  aus 
der  Gl.  19  den  Wert  1845  ein,  so  finden  wir  schließlich 

(22)  -^-=  1,000543  —-;    also    ^1  =  109737,1. 

Bei  den  bisherigen  Berechnungen  wurde  davon  abgesehen,  daß  zu 
der  Atommasse  auch  die  kreisenden  negativen  Elektronen  (eines  bei  dem 
Wasserstoff,  zwei  bei  dem  Helium)  etwas,  wenn  auch  nicht  viel  beitragen. 
Es  ist  daher  das  Verhältnis  der  Kernmassen  nicht  genau  gleich  dem 
Verhältnis  der  Atomgewichte.  Berücksichtigt  man  auch  dies,  so  werden 
die  Bechnungen  wohl  komplizierter,  sie  ei  möglichen  aber  dann  eine  viel 
genauere  Bestimmung  der  spezifischen  Elektronenladung.  Das  Ergebnis 
dieser  von  Flamm  durchgeführten  Rechnungen2  (die  hier  nicht  wieder- 
gegeben werden  mögen)  ist 

(23)  —  —  =  1,7686  . 107      (4-  0,0029  . 107). 
v    '  cm  v— 

Dabei  sind  die  genauen  Atomgewichte  von  Wasserstoff  und  Helium  zu- 
grunde gelegt3 

|   4  h  =  1,0077      (±  0,00013), 
{    *  \   JHe=  4,002  (±0,0017). 

Von  einem  Fehler  in  dem  benutzten  Werte  von  e  /  MR  (Gl.  20)  konnte 
dabei  wegen  der  sehr  großen  Genauigkeit  dieses  Wertes  abgesehen 
werden.  Für  die  B ydberg sehe  Konstante  aber  ergibt  sich  der  ge- 
nauere Wert 

(25)  =  109  737,11      (±  0,06). 

Mit  dem  so  'auf  spektroskopischem  Wege  ermittelten,  sehr  genauen 
Werte  von  ejm  kombinierte  nun  Flamm  den  genauesten  Wert,  der  für 
das  elektrische  Elementarquantum  bekannt  ist.  Er  stammt  von 
Millikan  und  wurde  durch  das  (in  §  67  besprochene)  Verfahren  der 
Individualbeobachtung  von  Oltröpfchen  gewonnen,  die  unter  dem  doppelten 
Einflüsse  der  eigenen  Schwere  und  eines  vertikal  nach  aufwärts  ge- 
richteten elektrischen  Feldes  untersucht  wurden.  Durch  radioaktive 
Strahlung  oder  durch  Böntgenstrahlung  konnte  Millikan  die  Ladung 
um  eine  oder  mehrere  Ladungseinheiten  variieren.  Der  Wert,  den  derart 
Millikan  erhielt,  stimmt  so  vollkommen  mit  dem  Werte  überein,  der 
sich  für  das  elektrische  Elementarquantum  auf  spektroskopischem  Wege 
ergibt  (§  83),  daß  an  der  Bichtigkeit  der  Millikan  sehen  Methode  kaum 


2  Physikal.  Zeitschr.  18,  1917,  S.  515. 

3  Der  angegebene  Wert  des  Atomgewichtes  von  Helium  stammt  von  Heüse; 
der  benutzte  Wert  des  Atomgewichts  von  Wasserstoff  ist  das  Mittel  zwischen  zwei 
von  Moeley  und  von  Noyes  ermittelten  Werten,  nämlich  1,00762  und  1,00787. 
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gezweifelt  werden  kann.  Seine  Messungen  führten  mit  sehr  großer  Ge- 
nauigkeit zu  dem  Ergebnis4 

(26)  e  =  4,774  . 10'10  abs.  Einh.     (  ±  0,004  . 10"10). 

Auf  Grund  der  in  den  Gl.  23,  25  und  26  angegebenen  Werte  ver- 
mochte nun  Flamm  auch  den  genauen  Wert  des  elementaren  Wir- 
kungsquantums zu  berechnen.    Nach  Gl.  I  des  §  83  ist  ja 


In  diese  Gleichung  werden  nun  die  Werte  aus  den  Gl.  23,  25  und  26 
eingesetzt,  und  für  die  Lichtgeschwindigkeit  wird  der  Wert  benutzt5 

(28)  c  =  2,9990 . 1010  cm  sec-1 , 

ein  Wert,  der  so  genau  bestimmt  ist,  daß  sein  etwaiger  Fehler  nicht 
berücksichtigt  werden  muß  neben  den.  möglichen  Fehlern  der  anderen 
Größen.    Aus  Gl.  27  fand  so  Flamm 

(29)  Ä  =  6,545. 10~27erg  sec     (±  0,012  . 10"27) . 

Für  die  Masse  des  negativen  Elektrons  folgt  aus  Gl.  23  und  28 
zunächst 

(30)  ±  =  5,3040. 1017    (±  0,0087. 1017), 
hieraus  nach  Gl.  26 

(31)  m  =  9,000. 10"28g    (±  0,02.1 0"28). 

Sehr  genau  läßt  sich  nun  auch  die  Loschmidt  sehe  Zahl  berechnen. 
Denn  da  ein  Grammatom  eines  einwertigen  Stoffes  in  der  Sekunde  durch 
eine  Stromstärke  von  9649,4  elektrostatischen  Einheiten  abgeschieden 
wird,  so  ist 

(32)  Le  =  9649,4  X  c , 
also  nach  Gl.  26  und  28 

(33)  L  =  6,062. 1023. 

Andererseits  finden  wir  die  Masse  des  Wasserstoffatoms,  wenn  wir  das 
Atomgewicht  von  H  (1,0077)  durch  L  dividieren;  es  ist  also 

(34)  mH=  1,662.  lO^g. 


§  85.   Die  Feinstruktur  der  Spektrallinien. 

-Zwei  Jahre,  nachdem  Bohe  seine  so  erfolgreiche  Theorie  der  Spektren 
geschaffen  hatte,  erfuhr  diese  im  Jahre  1915  eine  sehr  bedeutungsvolle 
Erweiterung  durch  Sommerfeld.   Wie  Copernicüs  sich  die  Planeten- 


4  S.  Millikan,  Phil.  Mag.  34,  1917,  S.  1. 

5  Vorhin  wurde  einfach  e  gleichgesetzt  3,000.  1010  cm  sec-1. 
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bahnen  kreisförmig  gedacht  hatte,  Kepler  aber,  damit  einen  gewaltigen 
Fortschritt  vollziehend,  sie  als  Ellipsen  behandelte,  so  ersetzte  auch 
Sommerfeld  die  kreisförmigen  Bahnen  des  Bohr  sehen  Atommodells 
durch  elliptische.  Indem  er  die  derart  erweiterte  Atomtheorie  aber 
uun  mit  einem  wichtigen  Satze  der  Relativitätstheorie  verknüpfte, 
gewann  er  die  Möglichkeit  einer  theoretischen  Deutung  der  Fein- 
struktur der  Spektrallinien.  Man  versteht  darunter  die  Tatsache, 
daß  die  Spektrallinien  nicht  einfach  sind,  sondern  sich  bei  der  Unter- 
suchung mit  stark  auflösenden  Spektralapparaten  als  zusammengesetzt 
aus  mehreren,  zumindest  aus  zwei  Linien  erweisen.  Da  sich  die  Er- 
gebnisse der  Sommerfeld  sehen  Theorie  nur  durch  sehr  umständliche 
Rechnungen  gewinnen  lassen,  andererseits  aber  diese  Ergebnisse  für  die 
Betrachtungen  der  späteren  Abschnitte  (außer  für  §  88)  nicht  benötigt 
werden,  so  möge  es  genügen,  wenn  im  folgenden  nur  der  Gedankengang 
mitgeteilt  wird,  der  zu  diesen  Ergebnissen  führt. 

Dadurch,  daß  Sommerfeld  statt  des  einfacheren,  von  Bohr  allein 
behandelten  Problems  der  Kreisbewegung  das  allgemeinere  Problem  einer 
elliptischen  Bewegung  untersucht,  erhöht  sich  in  seiner  Theorie  die 
Zahl  der  Freiheitsgrade  des  umlaufenden  negativen  Elektrons  von 
eins  auf  zwei.  Führen  wir  Polarkoordinaten  r  und  cp  ein  (r  der  Abstand 
des  umlaufenden  negativen  Elektrons  von  dem  in  einem  Brennpunkt  der 
Ellipse  befindlichen  Atomkern ;  cp  der  Winkel,  den  der  Radiusvektor  mit 
einer  Nullrichtung  bildet),  und  bezeichnen  wir  die  zu  r  und  cp  gehörigen 
Impulse  mit  pr  und  pv,  so  postuliert  die  Sommerfeld  sehe  Theorie, 
daß  die  Gl.  2  des  §  79  für  jeden  der  beiden  Freiheitsgrade  einzeln 
und  unabhängig  gelten  müsse.    Es  ist  also  zu  setzen 

0)  jpcpdcp  =  n'h 

u 

und 

(2)  Jpr  dr^—  n"  h, 

wobei  ri  und  ri'  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten,  rx  und  r2  aber  die  Werte 
sind,  die  r  im  Perihel  und  Aphel  der  Ellipsenbewegung  annimmt  (vgl. 
§  7).   Man  nennt  ri  die  azimutale  und  ri'  die  radiale  Quantenzahl. 

Die  Rechnung  ergibt  dann  schließlich,  daß  nur  solche  Ellipsen 
als  quantenmäßig  ausgezeichnet  angesehen  werden  können,  bei 
denen  die  Werte  a  und  b  der  halben  großen  und  kleinen  Achse  für 
ganzzahlige  Werte  von  ri  und  ri/  den  Beziehungen  genügen 

(3)  a  =       k]  ,    (ri  +  n'f 
und 

(4)  b  =  a-^r- 
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Theorie  der  Spektren. 


Ist  die  Summe  der  Quanten  zahlen  (rt  -j-  n")  gegeben,  so  ist  also 
auch  für  die  große  Achse  der  Ellipse  ein  ganz  bestimmter  Wert  ge- 
geben; für  die  kleine  Achse  sind  hingegen  dann  noch,  entsprechend  den 
verschiedenen  Werten  von  n,  verschiedene  Werte  möglich,  und  zwar 


Fig.  54. 

insgesamt  (n  +  n"),  da  wir  wohl  den  Fall  der  Geraden  n'  =  0  von 
unseren  Betrachtungen  ausschließen  müssen;  denn  sonst  müßte  ja  das 
negative  Elektron  durch  den  Atomkern  hindurchgehen.  Ist  hingegen 
n"  —  0,  also  (n  +  »")  gleich  n ',  so  ist  nach  Gl.  4  die  Ellipse  ein  Kreis. 
In  Fig.  54  sind  die  möglichen  Formen  der  Ellipse  bei  gegebener  Summe 
der  Quantenzahlen  dargestellt;  der  besseren  Übersicht  wegen  sind  hier- 
bei die  Ellipsen  in  konzentrischer  Anordnung  gezeichnet,  während  die 
tatsächliche  Anordnung,  so  wie  sie  die  Fig.  55  wiedergibt,  konfokal  ist. 


Fig.  55. 

Für  die  Energie  des  in  der  Bahnellipse  umlaufenden  Elektrons 
ergibt  die  Berechnung  (auf  die  hier  nicht  näher  eingegangen  werden 
soll)  den  Wert 

&  E  =  ~  (n*fn'T  ' 

wenn  N  die  Rydberg  sehe  Konstante  und  ze  die  Ladung  des  Atom- 
kernes ist.  Die  Energie  in  einer  Bahn  würde  nach  Gl.  5  also  nur  von 
der  Summe  der  beiden  Quantenzahlen  abhängen,  die  die  Bahn  be- 
stimmen, hingegen  von  ihren  Einzel  werten  unabhängig  sein;  und  da  die 
Frequenz  einer  emittierten  Spektrallinie  wieder  nur  von  den  Werten  der 
Energie  in  der  Anfangs-  und  der  Endbahn  abhängt,  so  scheint  es  zu- 
nächst, als  ob  die  Sommerfeld  sehe  Theorie  auch  nicht  mehr  Spektral- 
linien ergeben,  also  auch  nicht  mehr  leisten  würde  als  die  ursprüngliche 
Theorie  von  Bohr. 

In  den  bisherigen  Überlegungen  wurde  aber  nun  noch  nicht  dem 
Umstände  Rechnung  getragen,  daß  die  Geschwindigkeiten  der  um« 
laufenden  Elektronen  (nach  Gl.  12  des  §  83)  einige  Tausendstel 
der  Lichtgeschwindigkeit  betragen  und  daß  nach  der  Relativitäts- 
theorie (wie  später  in  §  129  eingehend  begründet  werden  wird)  die 
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Masse  eines  bewegten  Körpers  eine  merkliche  Vermehrung  erfahrt, 
wenn  seine  Geschwindigkeit  nicht  mehr  neben  der  Lichtgeschwindigkeit 
vernachlässigt  werden  darf.  Berücksichtigen  wir  die  aus  der  Relativitäts- 
theorie sich  ergebende  Abhängigkeit  der  Masse  von  der  Geschwindigkeit, 
so  treten  an  die  Stelle  der  GL  3  und  4  allgemeinere,  kompliziertere 
Beziehungen.  Die  geometrische  Darstellung  der  Fig.  54  und  55  besitzt 
dann  nur  noch  eine  angenäherte  Gültigkeit.  Die  wesentlichste  Ände- 
rung, die  durch  die  Berücksichtigung  des  relativitätstheoretischen  Satzes 
herheigeführt  wird,  ist  aber,  daß  sich  die  Energie  in  einer  quantenmäßig 
ausgezeichneten  Ellipse  als  abhängig  erweist  nicht  nur  von  der  Summe 
der  beiden  Quantenzahlen,  sondern  auch  von  jeder  der  Quantenzahlen 
einzeln.  An  die  Stelle  der  Gl.  5  tritt  eine  sehr  komplizierte  Formel,/ 
die  man  für  optisch  sichtbare  Spektren  durch  die  Näherungsformel 
ersetzen  kann 

m  1  E=_     Nh%>         Nhx*«*  fl_  nr_\ 

W  (»'  +  n"f       (»'  +  »"')*  \  4       n'  )  1 

wobei  a  die  durch  die  Gl.  5  des  §  83  definierte  Konstante  bedeutet 

Die  Frequenz  einer  Spektrallinie  ist  nun  nach  der  BoHKSchen 
Frequenzbedingung,  wenn  die  Anfangsbahn  durch  die  Quantenzahlen  n,  n", 
die  Endbahn  durch  die  Quantenzahlen  s',  s"  charakterisiert  ist, 

(8)  *  =  —^-I  

oder  nach  Gl.  6 


v  —  Nz' 


l      1   .  iV*4«2 


(s'  +  s")2       (n'  4-  n"f  \  ^  4 


(*'  + 


Nack  der  Theorie  von  Sommerfeld  ist  also  eine  Spektrallinie  erst 
durch  vier  Quantenzahlen  völlig  bestimmt.  Die  rechte  Seite  der 
Gl.  9  setzt  sich  zusammen  aus  einem  Hauptglied  und  einem  Korrek- 
tionsglied,  das  bei  Wasserstoff  ungefähr  hunderttausendmal  kleiner  ist 
als  das  Hauptglied.  Sehen  wir  von  dem  relativistischen  Korrektionsglied 
ab,  so  erhalten  wir  die  Formel  von  Bohr  (Gl.  2  des  §  81).  Durch  die 
beiden  Quantenzahlsummen  (n  +  w")  und  (.?'  +  s")  ist  also  je  eine 
Bohr  sehe  Linie  bestimmt,  die  eben  durch  die  Sommerfeld  sehe  Theorie 
in  je  eine  Gruppe  von  Linien  aufgelöst-wird.  Denn  innerhalb  einer 
und  derselben  Gruppe  können  noch  sowohl  die  Anfangsbahn  als  auch 
die  Endbahn  im  Sinne  der  Fig.  54  willkürlich  sein. 

Innerhalb  einer  solchen  Gruppe  bilden  aber  nun  offenbar  wieder 
die  Linien  eine  Untergruppe,  die  von  einer  und  derselben  An- 
fangsbahn herrühren.  Die  Linien  dieser  Untergruppe  sind  durch  drei 
Zahlen  bestimmt,  n,  n",  (s  +  s").    Wir  wollen  die  Linien  einer  solchen 
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Untergruppe  untereinander  vergleichen.  Betrachten  wir  zwei  verschiedene 
Endbahnen,  charakterisiert  durch  die  Quantenzahlen  sf,  bzw.  s2',  $2", 
so  erhalten  wir  für  die  Schwingungsdifferenz  der  zugehörigen  Linien 
in  derselben  Untergruppe  nach  Gl.  9 

Betrachten  wir  den  besonderen  Fall,  daß  die  Endbahnen  zweiquantig 
sind,  also 

s'  +  s"  =  2 

ist,  dann  besteht  offenbar  nur  die  Möglichkeit,  daß 

V  =  i,       =      <  =  2>    V  =  ° 

ist  (oder  umgekehrt);  denn  den  Fall,  daß  s2  =  0  ist,  schließen  wir  ja 
nach  Gl.  4  aus,  weil  sonst  das  negative  Elektron  den  Atomkern  durch- 
queren müßte.    Gl.  10  nimmt  somit  dann  die  einfache  Form  an 

(11)  Av  =  —^  

Genau  dieselbe  Formel  gilt  natürlich  für  die  Schwingungsdifferenz  zweier 
Linien  in  einer  Untergruppe,  für  die  die  Endbahn  gemeinsam  ist  und 
bei  der  die  Anfangsbahnen  zweiquantig  sind  (wenn  also  ri  +  n"  —  2  ist). 

In  der  Gruppe,  in  die  sich  eine  Bohr  sehe  Linie  mit  zweiquantiger 
Endbahn  auflöst,  entsprechen  also  jeder  gegebenen  Anfangsbahn  zwei 
Linien;  zwischen  den  beiden  Linien  aller  dieser  Dublette  besteht  aber 
nun  nach  Gl.  11  dieselbe  Schwingungsdifferenz,  deren  Wert  (da  N  und  u 
universelle  Konstanten  sind)  nur  von  der  Kernladungszahl  des  betreffen- 
den Elementes  abhängt;  die  sogenannte  Schwingungsdifferenz  des 
Wasserstoffdubletts  beträgt 

(12)  Ava=JLf. 

Bei  dem  Helium  (z  —  2)  ist  sie  16 mal  so  groß. 

Die  Beobachtung  in  stark  auflösenden  Spektralapparaten  läßt  nun 
in  der  Tat  die  Linien  der  (zweiquantigen)  BALMER-Serie  doppelt  er- 
scheinen; die  beobachtete  Schwingungsdifferenz  entspricht  der  nach 
Gl.  12  berechneten.1  Bei  Wasserstoff  gelingt  mittels  der  bisher  kon- 
struierten optischen  Apparate  eine  Auflösung  in  die  einzelnen  Linien 
der  Untergruppen  nicht;  dazu  ist  der  Abstand  zwischen  den  Linien 
zu  gering,  dazu  sind  auch  die  einzelnen  Wasserstoff linien  zu  ver- 
waschen. Hingegen  konnten  bei  Helium  auch  die  einzelnen  Linien 
der  Untergruppen  von  Paschen  (1916)  genau  gemessen  werden,  in 
glänzendster  Übereinstimmung  mit  der  Sommerfeld  sehen  Theorie,  die 


1  Was  als  Dublettbreite  gemessen  wird,  ist  allerdings  nicht  die  Größe  A  r ^ 
selbst,  sondern  der  Abstand  der  Schwerpunkte  der  beiden  Untergruppen.  Dieser 
beträgt,  wie  aus  der  Theorie  folgt,  nur  0,842  der  eigentlichen  Schwinguugsdifferenz. 


27 


alle  von  Paschen  gemessenen  Linien  richtig  voraussagt.  Die  Messungen 
der  Feinstruktur  des  Heliumspektrums  ermöglichen  auch  eine  ganz  be- 
sonders genaue  Bestimmung  der  Schwingungsdifferenz  des  Heliums,  aus 
der  sich  durch  Division  durch  die  Zahl  16  für  die  Schwingungsdifferenz 
des  Wasserstoff dubletts  der  Wert  ' ergab 

(13)  =  0,3645  ±  0,0045 . 

Setzt  man  andererseits  in  die  Gl.  7  und  12  die  genauen  Werte  aus 
§  84  ein,  so  findet  man 

(14)  -^-  =  0,3650  (±0,0005). 

Die  völlige  Übereinstimmung  des  auf  empirischem  und  des  auf  theore- 
tischem Wege  gefundenen  Wertes  bedeutet  eine  großartige  Bestätigung 
der  Bohr  sehen  Theorie.  Im  übrigen  führt  die  Bohr  sehe  Theorie  zu 
drei  Gleichungen,  die  es  gestatten,  durch  rein  spektroskopische 
Messungen  die  drei  Konstanten  e,  h  und  m  zu  ermitteln;  es  sind  die 
Gl.  1  des  §  83,  die  Gl.  18  des  §  84  und  die  Gl.  12  des  §  85  (wobei 
allerdings  die  sehr  genau  ermittelte  Lichtgeschwindigkeit  und  die  eben- 
falls sehr  genau  bestimmte  Farad ay sehe  Konstante  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden).  Derzeit  ist  freilich  die  in  §  84  beschriebene  Methode 
der  Konstanten bestimmung  der  rein  spektroskopischen  an  Genauigkeit 
noch  weit  überlegen.2 


2  Eine  wichtige  Ergänzung  findet  die  Sommerfeld  sehe  Theorie  der  Ellipsen- 
bahnen durch  das  Auswahlprinzip,  das  im  Jahre  1918  von  Rubinowicz  auf- 
gestellt wurde.  In  den  bisherigen  Betrachtungen  wurde  auf  den  Vorgang  der 
Strahlungsemission  von  den  drei  Integralsätzen  der  Mechanik  (§§  13 — 15)  nur  der 
Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  angewendet.  Es  wurde  bloß  angenommen,  daß 
die  bei  einem  Übergange  scheinbar  verloren  gehende  mechanische  Energie  des 
Atoms  sich  in  der  Energie  der  ausgesandten  Strahlung  wiederfinde.  Man  kann 
aber  nun  wohl  annehmen,  daß  für  ein  System,  das  aus  dem  Atom  und  der  aus- 
gesandten Strahlung  zusammengesetzt  gedacht  wird,  auch  die  Bewegungsgröße  und 
der  Drehimpuls  erhalten  bleiben.  Die  gesamte  innere  Bewegungsgröße  des 
Atoms  ist  Null,  und  nimmt  man  an,  daß  dieser  Nullwert  auch  du'ch  einen  Uber- 
gang zwischen  zwei  stabilen  Bahnen  nicht  geändert  wird,  dann  muß  auch  die  ge- 
samte Bewegungsgröße  der  ausgesandten  Strahlung  verschwinden.  Dies  ist  aber, 
wie  die  nähere  Untersuchung  zeigt,  nur  dann  möglich,  wenn  die  emittierte  Strahlung 
die  Form  einer  Kugelwelle  hat.  Was  hingegen  den  Drehimpuls  betrifft,  so 
ändert  er  sich  nur  bei  einer  Änderung  der  azimutalen  Quantenzahl.  Dieser 
Verlust  des  Atoms  an  Dreliimpuls  muß  sich  somit  in  der  ausgesandten  Kugel  welle 
als  elektromagnetischer  Drehimpuls  wiederfinden.  Wenn  man  dies  berücksichtigt,  so 
zeigt  sich  weiterhin  auch,  daß  im  Sinne  des  Quantenprinzips  bei  Konfigurations- 
änderungen des  Atoms  die  azimutale  Quantenzahl  sich  nur  um  eins  ändern 
oder  konstant  bleiben  kann.  Im  ersten  Falle  muß  die  ausgesandte  Strahlung 
zirkulär,  im  zweiten  linear  polarisiert  sein. 

Die  Überbrückung  des  ursprünglich  vorhandenen  Gegensatzes  zwischen  der 
Quantentheorie  und  der  Wellentheorie  der  elektromagnetischen  Strahlung  ist  eine 
der  wichtigsten  Aufgaben  der  Quantentheorie.    In  der  Tat  ist  diese  Aufgabe  zum 
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§  86.    Die  Erweiterung  des  Bohr  sehen  Atommodells. 

Den  bisherigen  spektraltheoretischen  Untersuchungen  ist  ein  Atom- 
modell zugrundegelegt  worden,  daß  sich  insofern  durch  besondere  Ein- 
fachheit auszeichnet,  als  hierbei  um  den  Atomkern  nur  ein  einziges 
negatives  Elektron  kreist.  Dieses  Modell  erwies  sich  als  ausreichend 
für  die  Erklärung  der  Spektren  des  Wasserstoffs  und  des  ionisierten 
Heliums.  Bei  den  Atomen  aller  anderen  Grundstoffe  (und  auch  schon 
bei  dem  neutralen  Heliumatom)  müssen  wir  annehmen,  daß  eine  größere 
Zahl  von  negativen  Elektronen  den  Atomkern  umkreise,  und  ein  grund- 
legendes Problem  entsteht  nun  der  Atomtheorie  in  der  Frage,  wie  diese 
negativen  Elektronen  um  den  Atomkern  angeordnet  seien.  In  einem 
neutralen  Atom  muß  natürlich  die  Zahl  der  umlaufenden  negativen 
Elektronen  der  Kernladungszahl  gleich  sein. 

Die  vor  allem  durch  Kossel  erweiterte  Bohr  sehe  Theorie  nimmt 
nun  an,  daß  diese  negativen  Elektronen  um  den  Kern  in  verschiedenen 
Ringen  oder,  wie  man  heute  richtiger  sagt,  in  verschiedenen  Sphären 
oder  Schalen1  angeordnet  sind,  und  zwar  derart,  daß  sich  im  all- 
gemeinen die  Elektronen  der  innersten  Sphäre  im  einquantigen, 
die  der  zweiten  Sphäre  im  zweiquantigen,  die  der  dritten  Sphäre  im 
dreiquantigen  Zustand  befinden  und  so  fort.  In  der  Reihenfolge  von 
innen  nach  außen,  in  der  Richtung  vom  Atomzentrum  zur  Atomperipherie, 
werden  in  konventioneller  Weise  die  verschiedenen  Schalen  als  K-,  Z-, 
M-,  N-,  O-Schale  bezeichnet  und  so  fort. 

Jeder  dieser  Schalen  soll  nach  der  Kossel  sehen  Theorie  eine  be- 
stimmte, im  wesentlichen  für  alle  Grundstoffe  gleiche  Besetzungszahl 
entsprechen.  Derart  läßt  sich  jeder  Schale  auch  eine  bestimmte 
Summen  zahl  zuordnen,  die  sich  ergibt,  wenn  man,  mit  der  iT-Schale 
beginnend,  die  Besetzungszählen  aller  Schalen  bis  einschließlich  der  be- 
treffenden Schale  selbst  addiert.  (Es  ist  also  beispielsweise  die  Summen- 
zahl der  M-  Schale  gleich  der  Summe  der  Besetzungszahlen  der  K-,  L- 
und      Schale;  die  Summenzahl  der  O-Schale  ist  gleich  der  Summe  der 


Trile  schon  gelöst.  So  gelingt  der  Quantentheorie  auch  eine  vollkommenere  Er- 
klärung des  Zeeman-Et fektes,  als  dies  durch  die  ursprüngliche  einfache  An- 
nahme quasi-elastischer  Bindungen  im  Atom  möglich  war.  Auch  die  Theorie  der 
Dispersion  wird  eine  Neugestaltung  erfahren  müssen.  Eine  der  großartigsten 
Leistungen  der  Quantentheorie  stellt  schließlich  auch  die  vollständige  Erklärung 
des  STARK-Effektes  dar,  der  in  der  Zerlegung  von  Spektrallinien  im 
elektrischen  Felde  besteht.  Die  Erklärung  dieses  Effektes  gelang  Schwarz- 
schild und  Epstein  im  Jahre  1916,  indem  sie  die  Elektronenbahnen  räum- 
lich nach  drei  Freiheitsgraden  quantelten.  —  Wegen  aller  in  dieser  An- 
merkung gestreiften  Probleme  vgl.  man  das  sechste  Kapitel  des  Sommerfeld  sehen 
Buches  „Atombau  und  Spektrnllinien". 

1  Daß  man  zu  einer  Erklärung  der  Spektralerscheinungen  nur  gelangen  kann, 
wenn  man  sich  die  Elektronen  statt  in  ebenen  Ringen  räumlich  angeordnet  denkt, 
hat  zuerst  Smekal  nachgewiesen. 


§87.   Die  zentralen  Serien  (die  Röntgenspektren). 
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Besetzungszahlen  der  K-,  L-,  M-,  JV-  und  U-Schale.)  Ist  die  Zahl  der 
den  Kern  umgebenden  negativen  Elektronen  nicht  gerade  gleich  einer 
solchen  Summenzahl,  dann  müssen  überzählige  Elektronen  als 
periphere  Elektronen  die  äußerste  der  noch  vollständig  besetzten 
Schalen  umgeben. 

Verläßt  nun  ein  Elektron  seinen  Platz  in  einer  n-quantigen  Schale 
und  nimmt  einen  leeren  Platz  in  einer  s-quantigen  ein  [s  <  w),  dann 
wird  im  Sinne  der  erweiterten  Bohr  sehen  Theorie  das  Auftreten  einer 
Spektrallinie  zu  erwarten  sein,  deren  Frequenz  in  erster  Annäherung 
durch  die  einfache  Formel  dargestellt  wäre 

h      .  ■•" 

(vgl.  Gl.  2  des  §  81  und  Gl.  1  des  §83).  z  bedeutet  dabei  eine  Abschir- 
mungskonstante. Denn  auf  das  übergehende  Elektron  wirkt  ja  nicht  nur  die 
Anziehung  seitens  des  Kernes,  sondern  auch  die  Abstoßung  der  anderen 
negativen  Elektronen.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  nicht  die  ganze  tatsächlich 
vorhandene  Kernladung  ze  wirksam  sein  kann,  sondern  nur  ein  Bruchteil; 
der  Kern  wirkt  so,  als  ob  ein  Teil  seiner  Ladung  (nämlich  z  e)  „ab- 
geschirmt4' wäre.  Die  Linien,  die  durch  Übergang  in  die  Ä'-Schale  ent- 
stehen, 1,->K,  M-+K,  usw.  lassen  sich  dann  zu  einer  iT-Serie 
vereinigen;  ebenso  zu  einer  Z-Serie  die  Linien  M-> L}  N->Lt  0^>L 
und  zu  einer  M- Serie  die  Linien  N->  M,  0->J/  usw. 

In  der  Tat  zeigt  sich  nun  die  Gl.  1  bei  solchen  Spektrallinien  er- 
füllt, die  durch  Übergänge  zwischen  verhältnismäßig  „zentralen"  Schalen 
in  der  Nähe  des  Kernes  entstehen.  Vor  allem  gilt  also  die  Gl.  1 
für  die  zentralste,  die  X-Serie,  dann  auch  für  die  L- Serie,  minder  gut 
bereits  für  die  Ji-Serie.  Je  weiter  wir  derart  fortschreiten,  desto  kom- 
plizierter werden  ofienbar  die  Beziehungen.  Einfachere  Verhältnisse 
werden  unter  Umständen  erst  wieder  für  solche  Übergänge  zu  erwarten 
sein,  die  die  peripheren  Elektronen  ausführen  und  die  zu  der  Entstehung 
von  „peripheren  Serien"  führen. 

§  87.    Die  zentralen  Serien  (die  Röntgenspektren). 

Bei  den  meisten  Grundstoffen  liegt  die  zentralste  Serie,  die  ÜT-Serie, 
bei  der  Mehrzahl  der  Grundstoffe  auch  die  L- Serie  und  bei  einigen 
schließlich  auch  die  Ji-Serie  in  dem  Bereiche  von  Frequenzen,  der  durch 
die  Experimentalphysik  als  Gebiet  der  Röntgenstrahlung  erforschbar  ist. 
Die  Gesamtheit  der  Linien,  die  innerhalb  dieses  Frequenzbereiches  auf- 
treten, bezeichnet  man  als  das  Röntgenspektrum  des  betreffenden 
Elementes;  die  Röntgenspektroskopie  wurde  im  Jahre  1913  von  Moseley 
begründet. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  beibehalten,  die  zuerst  gelegentlich 
der  empirischen  Untersuchung  der  Röntgenspektren  eingeführt  wurden, 
ersetzen  wir  die  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  gebrauchten  Bezeich- 
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nungen  L->  K,  M->X,  N->K  durch  die  üblichen  Benennungen  Ko,Kß, 
K ;  an  Stelle  der  Bezeichnungen  M->L,  N->  L  gebrauchen  wir  die  kon- 
ventionellen Benennungen  Ln  und  Ly  (die  Bezeichnung  Lfi  wird  in  anderem 
Sinne  gebraucht),  die  Bezeichnung  iV->-  AI  ersetzen  wir  schließlich  durch 
die  Benennung  M  . 

°  et 

Die  Entstehung  dieser  Linien  können  wir  graphisch  durch  Fig.  50 
darstellen.  Da  nämlich  die  Energie  im  zweiquantigen  Zustand  etwa 
nur  ein  Viertel,  im  dreiquantigen  etwa  nur  ein  Neuntel  derjenigen  Energie 
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ist,  die  dem  einquantigen  Zustand  entspricht,  so  köDnen  die  verschiedenen 
negativen  Energiewerte  durch  Gerade  dargestellt  werden,  die  von  einer 
Nullinie  die  Abstände  1,  J/4,  */9  haben  usw.  Der  iT-Schale  entspricht 
dann  das  niedrigste  „Energieniveau",  der  L- Schale  das  zweittiefste  und 
so  fort. 

Aus  der  graphischen  Darstellung  ergeben  sich  dann  ohne  weiteres 
die  folgenden  Be/iehungen  für  die  Frequenzen  der  einzelnen  Linien 
(wobei  das  Symbol  einer  Linie  zugleich  deren  Schwingungszahl  bedeutet) 

(1)  K  >  Kp  >  K  >  L  >  L  >  M  . 

Wie  schon  in  der  Theorie  des  Wasserstoffspektrums  erwähnt  wurde,  ist 
eine  Linie  um  so  stärker,  je  benachbarter  einander  Anfang  und 
Ende  des  Überganges  sind.  Bezeichnen  wir  die  Intensität  der  Ä'a-Linie 
mit  J{K^  usw.,  so  ergeben  sich  somit  die  Beziehungen 

f21  |  -/(ff )  > -/(/9  > /(a;); 

In  der  Tat  erweisen  sich  diese  Beziehungen  bei  den  Spektrallinien  er- 
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füllt,  deren  Identifizierung  wiederum  andererseits  durch  die  Beziehungen  (1) 
erleichtert  wird. 

In  seiner  Anwendung  auf  die  Röntgenspektren  führt  das  RiTzsche 
Kombinationsprinzip  (§  81)  zu  den  Gleichungen 

(3)     Kß  =  Ka  +  Zm,    Kf  —  Ka-\-        Kr  =  Kß  +  lUa,    Ly  =  La  +  M„, 

(wobei  die  Frequenzen  der  Linien  wiederum  durch  deren  Symbole  aus- 
gedrückt sind).  Die  Gl.  3  erweisen  sich  mit  sehr  großer  Annäherung  er- 
füllt. Aber  gleichwohl  sind  deutlich  und  mit  Sicherheit  Abweichungen 
von  den  Gl.  3  festgestellt,  wenn  sie  auch  weniger  als  1  °/0  betragen. 
Diese  sogenannten  Kombinationsdifferenzen  sind  durchweg  positiv, 
d.  h.  die  rechten  Seiten  der  Gl.  3  sind  durchwegs  etwas  größer  als  die 
linken.  Eine  Erklärung  dieser  Differenzen  ist  (worauf  hier  nicht  näher 
eingegangen  werde)  durch  die  Berücksichtigung  der  Feinstruktur  der 
Rönt^enlinien  gelungen. 

Die  nähere  Untersuchung  hat  ergeben,  daß  die  Ka- Linie  ein 
Dublett  darstellt.  Am  einfachsten  kann  dies  durch  die  Annahme  er- 
klärt werden,  daß  es  bei  der  Z- Schale  neben  der  normalen  jedesfalls 
noch  eine  zweite,  seltenere  Modifikation  gibt,  für  die  das  Sym- 
bol L'  gebraucht  wird.1  Von  den  beiden  Linien  des  Dublettes  muß 
offenbar  die  schwächere,  die  K  ,  genannt  wird,  durch  den  weniger 
wahrscheinlichen  Übergang  1J "->  K,  die  stärkere  Kq  (im  engeren 
Sinne  dieser  Bezeichnung)  durch  den  wahrscheinlicheren  Übergang  L->K 
entstehen.  Es  zeigt  sich  nun,  daß  die  schwächere  Linie  Ka>  durch- 
wegs auch  eine  geringere  Frequenz  hat  als  die  stärkere  Linie  Ka. 
Es  muß  daher  der  .//-Modifikation  ein  tieferes  Energieniveau  zu- 
geschrieben werden  als  der  normalen  Z-Modifikation.  Bei  zwei  weiteren 
Linien,  die  in  der  Nachbarschaft  des  A'a-Dubletts  wahrgenommen  und 
die  mit  a3  und  a4  bezeichnet  werden,  ist  die  Frage  des  Überganges  noch 
nicht  völlig  geklärt. 

Die  L-  Serie  besteht  aus  vierzehn,  nach  den  neuesten  For- 
schungen (die  von  Overn  an  Wolfram  angestellt  wurden)  sogar  aus 
mehr  als  zwanzig  verschiedenen  Linien.  Ein  Dublett.  wird  gebildet 
von  den  beiden  Linien  L  und  L  Dies  wird  wiederum  durch  die 
Annahme  erklärt,  daß  auch  bei  der  II  Schale  neben  der  normalen  noch 
eine  zweite  Modifikation  besteht,  für  die  das  Symbol  M  gebraucht 
wird.  Da  auch  bei  dem  Xfl-Dublett  die  schwächere  Linie  die  kleinere 
Frequenz  hat,  so  muß  wiederum  der  il'- Modifikation  ein  tieferes  Energie- 
niveau zugeschrieben  werden  als  der  717-Modifikation.  Es  entsteht  also 
die  härtere  und  stärkere  Linie  Ln  durch  den  Übergang  M->  L,  die 
weichere  und  schwächere  La,  durch  den  Übergang  M'->Z.    Auf  den 


1  Ebenso,  wie  ja  nach  der  Sommerfeld  sehen  Theorie  auch  bei  dem  Wasser- 
stoffatom im  zweiquaiitigen  Zustand  zwei  verschiedene  Modifikationen  möglich  sind 
(s.  Fig.  54). 
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Übergang  M  ~>  IS  führt  man  die  mit  Lß  bezeichnete  Linie  zurück.  Zwei 
weitere  Linien  Zy  und  L&  denkt  man  sich  durch  die  Übergänge  N->  L 
und  N->  //  entstanden.  Bei  den  übrigen  Linien  ist  die  Art  der  Ent- 
stehung noch  ziemlich  unklar.2 
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Fig.  57. 

Aus  Fig.  57,  in  der  die  Entstehung  der  verschiedenen  Spektrallinien 
schematisch  dargestellt  ist3,  erkennt  man  sogleich  das  Bestehen  wich- 
tiger Dublettbeziehungen.  Es  müssen  nämlich  für  die  Schwingungs- 
differenzen die  Beziehungen  gelten 

(4)  Ka  —  Kar  ==  Lß  —      =  L6  —  Ly . 

Die  Schwingungsdifferenzen  aller  dieser  Dublette  sind  äquivalent4  dem 
Energieunterschied  zwischen  L  und  L'.  Andererseits  wird  durch  die 
Dublettbeziehungen  wiederum  die  Identifizierung  der  Linien  außerordent- 
lich erleichtert. 

Was  schließlich  die  M- Serie  betrifft,  so  sind  bei  ihr  sechs,  durch 
neueste  Untersuchungen  neun  verschiedene  Linien  festgestellt.  Dem 
Ubergang  N^M  entspricht  die  Linie  Mo,  dem  Übergang  N->M'  die 
Linie  Mß>  und  wahrscheinlich  einem  Übergang  aus  der  O-Schale  in  die 
J/-Schale  die  Linie  M.    Aus  Fig.  57  ergibt  sich  die  Dublettbeziehung 

(5)  '   L--%  =  Mß-Mk. 

Jeder  Schale  und  jeder  ihier  Modifikationen  entspricht  somit  ein 
ganz  bestimmter  Energiewert.  Faßt  man  nun  alle  Linien  zusammen, 
die  durch  Übergang  in  denselben  Endzustand  entstehen,  so  zeigt 
die  Erfahrung,  daß  alle  diese  Linien  untereinander  dieselbe  An- 
regungsspannung haben  (s.  §  78)  und  daß  diese  äquivalent  ist  der 
Energie  des  gemeinsamen  Endzustandes. 


2  Bei  je  zweien  dieser  Linien,  nach  Sommerfeld  bezeichnet  mit  e  und  tj,  £  und 
&,  sind  die  Endzustände  L  und  IJ  kombiniert,  so  daß  also  auch  die  Schwingungs- 
differenzen i]  —  s  und  &  —  £  der  Gl.  4  genügen. 

3  Dabei  sind  die  stärkeren  Linien  dicker  gezogen. 

4  Im  Sinne  der  Gl.  5  des  8  78. 
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Läßt  man  die  Spannung  einer  Röntgenröhre  allmählich  anwachsen, 
so  tritt  bei  der  dem  Jüf-Niveau  äquivalenten  Spannung  die  M- Serie  auf, 
hei  der  dem  Z-Niveau  äquivalenten  Spannung  die  i/-Serie,  und  wenn 
schließlich  die  Spannung  den  Wert  erreicht,  der  dem  Z-Niveau  äqui- 
valent ist,  dann  erscheint  auch  die  härteste,  die  Z-Serie  und  zwar  eben 
gleichzeitig  mit  allen  ihren  Linien.5  Nach  der  Theorie  dürfte  von  allen 
Z-Dubletten  zunächst  nur  die  weichere  Linie  auftreten  und  allein 
wahrnehmbar  sein,  so  lange  sich  die  Spannung  in  dem  Intervall  be- 
findet, das  durch  das  L-  und  das  Z'-Niveau  bestimmt  ist.6  In  der 
Tat  bestätigt  dies  das  Experiment;  erst  wenn  die  Spannung  den  Wert 
erreicht,  der  dem  Z'-Niveau  entspricht,  werden  die  Dublette  vollständig. 

Andererseits  stellt  aber  nun  das  Energieniveau  jeder  Schale  die 
Arbeit  dar,  die  erforderlich  ist,  um  ein  Elektron  aus  dieser  Schale  los- 
zulösen und  bis  ins  Unendliche,  d.  h.  also  bis  an  die  Atomgrenze  zu 
bringen.  Nur  wenn  diese  Arbeit  vorher  verrichtet  worden  ist,  kann 
offenbar  überhaupt  eine  Röntgenlinie  emittiert  werden  (wie  wir  aus  den 
eben  besprochenen  Gesetzmäßigkeiten  der  Anregungsspannung  schließen 
müssen).  Den  Vorgang  der  Emission  kann  man  sich  dann  so  denken, 
daß  die  des  Elektrons  beraubte  Schale  I  sich  wiederum  auf  Kosten  einer 
anderen  Schale  II  ergänzt;  die  emittierte  Linie  ist  dann  äquivalent  dem 
Energieunterschied  zwischen  I  und  II,  die  Anregungsspannung  aber  nie 
kleiner  als  das  Äquivalent  des  Energiewertes  I,  wie  es  ja  eben  die  Be- 
obachtung zeigt.  Diese  Theorie  der  Entstehung  der  Eöntgenlinien  ist 
von  Kossel  im  Jahre  1914  begründet  worden.7 

Wird  andererseits  das  Linienspektrum  statt  durch  Kathodenstrahlen 
durch  primäre  kontinuierliche  Röntgenstrahlung  erregt,  dann 
werden  von  dieser  primären  Röntgenstrahlung  die  Schwingungen  von  all 
den  Frequenzen  absorbiert,  die  den  Anregungsgrenzen  der  einzelnen 
Serien  des  sekundären  Spektrums  äquivalent  sind.  Die  Gesamtheit  dieser 
Frequenz  werte  stellt  das  Absorptionsspektrum  dar,  das  in  der  kon- 
tinuierlichen primären  Röntgenstrahlung  auftritt  und  dessen  einzelne 
Linien  die  Anregungsgrenzen  des  sekundären  Spektrums  scharf  wieder- 
geben. 

Sehr  bedeutungsvolle  Beziehungen  ergeben  sich  aus  der  Verall- 
gemeinerung des  Bohe sehen  Atommodells  für  den  Zusammenhang 
zwischen  Röntgenspektrum  und  Kernladungszahl.  Da  nach 
diesem  Modell  auch  bei  Atomen  von  verschiedener  (nicht  zu  kleiner) 
Kernladungszahl  die  innersten  Schalen  gleich  beschaffen  gedacht 


5  Dem  tiefsten  Energieniveau  entspricht  die  größte  Spannung,  weil  ja  die 
Energiewerte  negativ  sind. 

6  Es  müßten  also  (vgl.  Anm.  2)  zunächst  die  vier  Linien  ap?  und  erst  später 
die  vier  Linien  ß  d  rj  &  auftreten. 

7  Anders  liegen,  wie  schon  in  §  78  hervorgehoben  wurde,  die  Verhältnisse  bei 
einem  kontinuierlichen  Köntgenspektrum ;  bei  diesem  ist  die  Anregungsspannung 
der  zu  erregenden  Frequenz  selbst  äquivalent. 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  *  3 


34 


Theorie  der  Spektren. 


werden,  so  werden  wir  annehmen  können,  daß  die  Abschirmungs- 
konstante  einer  bestimmten  Linie,  etwa  der  Äa-Linie,  bei  allen 
Grundstoffen  nahezu  denselben  Wert  hat.  Es  ist  daher  zu  er- 
warten, daß  mit  ziemlicher  Genauigkeit  die  Frequenz  der  Ä^-Linie  durch 
die  Formel  darstellbar  ist 

(6)  v  =  N(z-  af  (iy  -  i)  , 

wobei  a  eine  für  alle  Grundstoffe  nahezu  gleiche  Konstante  bedeuten 
müßte.  In  analoger  Weise  ist  für  die  X^-Linie,  obwohl  diese  nicht  mehr 
so  „zentral"  ist  wie  die  ^-Linie,  die  Frequenzbeziehung  zu  erwarten 

wobei  wiederum  b  eine  für  alle  Grundstoffe  nahezu  gleiche  Konstante 
wäre;  und  schließlich  müßte  wohl  auch  für  die  Schwingungsdifferenz 
des  Z-Dubletts  (nach  Gl.  11  und  12  des  §85)  die  Beziehung  bestehen 

(8)  Av  =  (z  -  bf  AvK. 

Nach  diesen  Gleichungen  muß  also  die  Quadratwurzel  aus  der 
Frequenz  der  K  -Linie  oder  der  L  -Linie  linear  mit  der  Kern- 

-1  a  a 

ladungszahl  wachsen;  und  ebenso  die  vierte  Wurzel  aus  der 
Schwingungsdifferenz  des  Z-Dubletts.  Andererseits  lassen  sich  bei 
bekannter  Kernladungszahl  aus  den  Gl.  6  und  7  die  Abschirmungs- 
konstanten  a  und  b  bestimmen.  Dies  ist  möglich,  weil,  wie  in  einem  * 
späteren  Abschnitte8  gezeigt  werden  soll,  die  Theorie  der  Grundstoffe  zu 
bestimmten  Kernladungszahlen  führt.  Derart  ergeben  sich  für  die  Ab- 
schirmungskonstanten a  und  b  die  Werte 

(9)  a  ungefähr  gleich  1,6;      b  ungefähr  gleich  3,5. 

§  88.    Die  peripheren  Serien  (die  optischen  Spektren). 

Außer  bei  den  zentralen  Elektronenübergängen  werden  einfachere 
Verhältnisse  auch  dann  zu  erwarten  sein,  wenn  sich  ein  negatives 
Elektron  in  der  Atomperipherie  in  einer  Bahn  bewegt,  deren  lineare 
Dimensionen  beträchtlich  größer  sind  als  die  Entfernungen,  die  von  dem 
Kerne  die  anderen  negativen  Elektronen  haben.  Auf  derartige  Be- 
wegungen und  dadurch  bedingte  Übergänge  führt  im  wesentlichen  die  - 
Spektraltheorie  die  Entstehung  der  Linien  zurück,  die  in  dem  „optischen" 
Spektralbereiche1  auftreten. 

Dem  einzelnen  Elektron  steht  bei  solchen  Übergängen  ein  geladener 
Atomrest  gegenüber.  In  gröbster  Annäherung  wären  daher  wohl  die 
entstehenden  Spektrallinien  mit  den  Linien  des  Wasserstoffspektrums 
vergleichbar.  In  Wirklichkeit  sind  aber  die  Verhältnisse  wesentlich 
komplizierter  wegen  der  individuellen  Verteilung  der  Elektrizität 


8  S.  §  91. 

1  Im  engeren  Sinne  dieses  Wortes. 
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über  die  einzelnen  Elektronen  des  umkreisten  Atomrestes.  Die  Rech- 
nungen, zu  denen  die  Berücksichtigung  der  individuellen  Elektrizitäts- 
verteilung Anlaß  gibt,  sind  zu  umständlich,  als  daß  sie  hier  wieder- 
gegeben werden  sollten  (zumal  da  auch  die  Betrachtungen  dieses  Ab- 
schnittes für  spätere  Untersuchungen  nicht  mehr  benötigt  werden).  Das 
Ergebnis  dieser  von  Sommerfeld  durchgeführten  Rechnungen2  ist,  daß 
die  Energie  des  Elektrons  in  einer  Bahn  von  der  azimutalen3  Quanten- 
zahl n  und  von  der  radialen  n'  durch  den  Ausdruck  gegeben  ist 

hN 


(1) 


E  =  - 


wobei  JY  die  Rtdbeeg sehe  Schwingungszahl  bedeutet,  n  die  Summe  der 
beiden  Quantenzahlen  n  und  n" Cn,  aber  ist  eine  Konstante,  die  außer 
von  der  Anordnung  der  Elektronen  im  Atomrest  nur  von  der  azimu- 
talen Quantenzahl,  nicht  aber  von  der  radialen  abhängt.  Die 
allgemeine  Spektralformel  der  peripheren  Serien  würde  danach  lauten 

l  l 


(2) 


(s  +  Cs,f     (n  +  cn,y 

Wir  wollen  nun  neue  Bezeichnungen  einführen  und  setzen,  um  in  Uber- 
einstimmung mit  den  üblichen  Bezeichnungen  zu  gelangen4, 

(3)  6V=S  +  -|-,     Ca,=  P,      C3.  =  D,     C4,  =  B. 

Dann  ergibt  sich,  da  ja  die  azimutale  Quantenzahl  nie  größer  sein  kann 
als  die  Summe  beider  Quantenzahlen5,  folgendes  Schema  von  Energie- 
werten 


n'  oder  s'  —  1 

ri  oder  s'  =  2 

n'  oder  s'  =  3 

n'  oder  s'  =  4 

n  oder  s  =  1 

hN 
(1  -f-  i .+  S)* 

n  oder  s  =  2 

hN 

A  iV 

(2  + 1  +  £)2 

(2  4-  Pf  ' 

n  oder  s  =  3 

hN 

hN 

h  N 

(3  +  i  +  Sf 

(3  +  P)2 

(3  +  Df 

n  oder  s  =  4 

hN 

hN 

hN 

(4  4-  |  +  S)* 

(4  +  Pf 

(4  +  Df- 

(4  +  5)a 

USW. 


2  S.  Sommerfeld,  Atombau  und  Spektrallinien,  1.  Aufl.,  Zusatz  10. 

3  S.  §85. 

4  Die  Sommerfeld  sehe  Rechnung  führt  nur  zu  der  Größe,  die  mit  £  bezeichnet 
ist j  warum  noch  als  additive  Konstante  \  hinzutritt,  ist  einstweilen  ungeklärt. 
,  Möglicherweise  hat  dies  in  einer  Ionisierung  des  Atoms  seinen  Grund  (vgl.  die  Be- 
ziehung zwischen  den  Spektren  des  Wasserstoffs  und  des  Heliums). 

5  Gemeint  ist  w^=»'  +  n"  oder  s  =  s'  +  s" . 

3* 
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Durch  Kombination  dieser  Energiewerte  kann  man  nun  Serien 
erhalten,  die  in  der  Tat  beobachtet  worden  sind;  zunächst  die  sogenannte 
Haupt-  oder  Prinzipalserie 

W  *  =  IJTTTSf  ~  («TP?     (»  =  2,3,4...); 

ferner  die  sogenannte  erste  oder  diffuse  Nebenserie 

(5)        v=  Trfw~^fw  (ra  =  3, 4>  5---); 

weiter  die  zweite  oder  scharfe  Nebenserie 

(ß)        •-ithr-mm  (n  =  2' 3- 

Aus  den  Gl.  4,  5  und  6  ergeben  sich  sogleich  die  beiden  folgenden 
Beziehungen:  Die  Grenzen  der  beiden  Nebenserien  müssen  zusammen- 
fallen, und  der  Unterschied  zwischen  der  Grenze  der  Hauptserie  und 
der  gemeinsamen  Grenze  der  beiden  Nebenserien  ist  gleich  der  Schwin- 
gungszahl der  ersten  Linie  der  Hauptserie.  Diese  letztere  Beziehung 
wird  nach  ihren  Entdeckern  gewöhnlich  als  die  Regel  von  Kydberg 
und  Schuster  bezeichnet. 

Eine  weitere  Serie  wäre  durch  die  Formel  dargestellt 

<7)  v  -  ißTW  ~  öiW   (n  =  4<5--->- 

Diese  Serie  wurde  von  Bergmann  entdeckt  und  wird  darum  als  die 
BERGMANN-Serie  bezeichnet.6  Überdies  wurden  noch  drei  weitere 
Serien  festgestellt,  zunächst  eine  von  Lenard  entdeckte,  die  als  dritte 
Nebenserie  bezeichnet  und  die  durch  die  Formel  dargestellt  wird 

(8)         -  =  WV-(dV  (»  =  3'4>5---)- 

Ferner  wurden  von  Stark  zwei  Serien  entdeckt  von  den  Formen 

O)  "-(1+f+V-  («  =  3,4,5...) 

und 

(10)  -TTTtW-T^tW   (»  =  2.3,4. ••). 

Diese  beiden  Serien  werden  als  diffuse  und  scharfe  Hauptserie 
bezeichnet.7 


6  Nach  den  Anfangsbuchstaben  der  Benennungen  Scharfe  Nebenserie,  Prinzipal- 
serie, Diffuse  Nebenserie  und  BERGMANN-Serie  wurden  für  die  Konstanten  der 
variablen  Terme  dieser  Serien  die  Bezeichnungen  S,  P,  D  und  B  gewählt. 

7  Mit  Ausnahme  der  durch  die  Gl.  9  dargestellten,  seltenen  und  nur  schwer' 
realisierbaren  „diffusen  Hauptserie"  entstehen  alle  Serien  dadurch,  daß  die  azimutale 
Quantenzahl  bei  dem  Übergang  um  eins  springt  oder  aber  (wie  in  Gl.  8  und  10) 
konstant  bleibt.    Dies  erscheint  als  eine  Bestätigung  des  Auswahlprinzips  von 


§  89.    Rotations-  und  Bandenspektra  m,. 
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In  historischer  Hinsicht  sei  über  die  optischen  Spektren  noch  mit- 
geteilt, daß  die  Konstanz  bestimmter  Absorptionslinien  im  Sonnen- 
spektrum zuerst  Feaunhofee  im  Jahre  1814  feststellte.  Im  Jahre 
1859  machten  dann  Kiechhoff  und  Bunsen  die  fundamentale  Ent- 
deckung, daß  in  den  Spektren  der  chemischen  Elemente  für  diese  Grund- 
stoffe charakteristische  Linien  von  ganz  bestimmten  Wellenlängen  auf- 
treten, die  weder  von  der  Temperatur  noch  von  der  Art  der  chemischen 
Bindung  abhängen.  Die  Gesetzmäßigkeiten,  die  zwischen  den  Frequenzen 
einer  Serie  bestehen,  hat,  wie  schon  erwähnt  wurde,  in  dem  einfachsten 
Falle  des  Wasserstoffspektrums  Balmee  im  Jahre  1885  entdeckt. 
Ähnliche  Gesetzmäßigkeiten  stellten  um  das  Jahr  1890  Kaysee  und 
Runge  bei  den  Alkalimetallen  fest,  und  Eylbeeg  beschrieb  im 
Jahre  1895  diese  Gesetzmäßigkeiten  zuerst  durch  Formeln  von  der  Art 
der  Gl.  28;  dabei  erkannte  er  zuerst  die  universelle  Bedeutung  der 
später  als  Ktdbeeg  sehe  Konstante  bezeichneten  Schwingungszahl.  Ahn- 
liche Gesetzmäßigkeiten  wie  bei  den  Alkalimetallen  (bei  denen  sie  am 
schärfsten  ausgeprägt  sind9)  wurden  dann  auch  bei  vielen  anderen  Grund- 
stoffen festgestellt. 

§  89.   Rotations-  und  Bandenspektrum. 

Zu  der  Entstehung  von  Spektrallinien  können  außer  den  Übergängen 
von  Elektronen  im  Atom  vermutlich  auch  die  Beweg angen  Anlaß  geben, 
die  rotierende  Molekeln  ausführen.  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  auch 
auf  diese  kreisenden  Bewegungen  den  Satz  anzuwenden,  daß  der  mit 
2  n  multiplizierte  Drehimpuls  ein  ganzzahliges  Vielfaches  des  elemen- 
taren Wirkungsquantums  sei.  Um  zu  einer  befriedigenden  Erklärung 
der  tatsächlich  beobachteten  Erscheinungen  zu  gelangen,  muß  man  sich 
dabei  die  Atome  starr  miteinander  verbunden,  eine  zweiatomige 
_  Molekel  also  einer  Hantel  vergleichbar  denken. 

Das  Trägheitsmoment  der  Molekel  wird  daher  als  konstant 
angesehen  werden  dürfen.  Es  werde  mit  0  bezeichnet,  der  Drehimpuls 
mit  £/,  die  Energie  mit  E  und  die  Winkelgeschwindigkeit,  die  ja  gleich 
ist  der  mit  2%  multiplizierten  Umlaufszahl,  mit  w.    Es  ist  dann1 

(1)  U=wQt      E  ^~w\ 


Rubinowicz  (s.  Anm.  2  des  §  85).  Interessante  Gesetzmäßigkeiten  zeigen  sich  auch 
hinsichtlich  der  Dublettbeziehungen  bei  den  einzelnen  Serien.  Es  haben  z.  B. 
stets  alle  Linien  der  ersten  und  der  zweiten  Nebenserie  untereinander  gleiche,  kon- 
stante Schwingungsdifferenz. 

8  Rydberg  stellte  die  Frequenzen  dar  durch  Differenzen  zweier  Glieder  von 
der  Form  N/(n  —  af.  Einen  genaueren  Ausdruck,  der  auch  aus  den  Sommerfeld- 
schen  Rechnungen  bei  feinerer  Annäherung  folgt,  ermittelte  Ritz. 

9  Vgl.  §  93. 

1  Vgl.  Gl.  4  und  5  des  §  27. 
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wenn  wir  von  der  potentiellen  Energie  absehen,  die  ja  wegen  der  Starr- 
heit der  Molekel  konstant  ist.    Aus  der  Forderung,  daß 

(2)  %%  V  *=  nh 

sei,  folgt  somit 

und 

(4y  e=  n2Jl* 


871*  & 

Während  die  Energie  eines  Elektrons  im  Atom  dem  Quadrate  seiner 
Quantenzahl  umgekehrt  proportional  ist,  ist  also  die  Rotationsenergie 
der  Molekel  dem  Quadrate  der  Quantenzahl  direkt  pro- 
portional. 

Das  Rotationsspektrum  erscheint  also,  wenn  s  und  n  zwei 
Quantenzahlen  sind,  nach  der  Bohr  sehen  Frequenzbedingung  durch  die 
Formel  darstellbar 

Betrachten  wir  den  speziellen  Fall,  daß  s  von  n  um  +  1  verschieden 
sei  (was  wir  nach  den  Auswahlprinzip  annehmen  müssen;  s.  §85,  Anm.  2), 
so  wird 

n%  -  s2  =  ±  2n  -  1 

und  somit 

Bei  verschiedenen  zwei-  oder  mehratomigen  Stoffen  hat  man  nun  in  der 
Tat  im  Ultraroten  Serien  von  Linien  festgestellt2,  deren  Schwingungs- 
zahlen sich  untereinander  verhalten  wie  ganzzahlige  Vielfache  einer 
Grundfrequenz.  Man  spricht  dann  von  einem  reinen  Rotations- 
spektrum. 

Das  reine  Rotationsspektrum  kann  sich  aber  auch  überlagern 
über  eine  ultrarote  Eigenschwingung,  die  ein  Atom  innerhalb 
der  Molekel  ausführt  (vgl.  §  72),  dann  entsteht  ein  sogenanntes  Rota- 
tionsschwingungsspektrum,  das  durch  die  Formel  beschrieben  wTird 

m  *  =  "o  +  ^-©(±2«-  !)• 

Ein  solches  Spektrum  ist  in  der  Tat  vor  allem  bei  HCl,  HBr,  CO  und 
anderen  Substanzen  gemessen  worden. 

Ist  v0  eine  optische  Frequenz,  die  durch  einen  Elektronen- 
übergang im  Atom  entsteht,  so  wird  durch  die  Gl.  7  ein  sogenanntes 
Banden spektrum  beschrieben.  Die  Bandenspektren  bestehen  aus 
„getönten  Bändern",   die   in   genügend   starken  Spektralapparaten  in 


2  So  vor  allem  bei  dem  Wasser. 
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eine  große  Zahl  eng  benachbarter  Linien  aufgelöst  erscheinen,  die 
besonders  dicht  an  den  sogenannten  Bandenköpfen  zusammen- 
stehen. Dabei  kann  der  Bandenkopf  die  Grenze  entweder  auf  der 
Seite  der  größeren  oder  aber  der  kleineren  Frequenzen  bilden.  Inner- 
halb des  sichtbaren  Spektrums  gibt  es  sowohl  Banden,  die  gegen  das 
rote  als  auch  solche,  die  gegen  das  violette  Ende  zu  konvergieren. 
Im  Jahre  1890  hat  nun  bereits  Deslandres  eine  für  die  Banden- 
spektren charakteristische  Gesetzmäßigkeit  festgestellt.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  Schwingungszahl  des  Bandenkopfes  mit  v09  so  sind  die 
einzelnen  Linien  einer  Bande  durch  die  Formel  darstellbar 

(8)  v  =  v0  +  a  n2 , 

wobei  a  eine  für  die  betreffende  Bande  charakteristische  positive  oder 
negative  Konstante  ist. 

Diese  Gesetzmäßigkeit  läßt  sich  nun  eben  durch  die  Annahme 
deuten,  daß  die  einzelnen  Linien  eines  Bandenspektrums  entstehen,  wenn 
gleichzeitig  ein  Elektron  seine  Bahn  innerhalb  eines  Atoms  und  über- 
dies die  Molekel  den  Wert  ihrer  Eotationsenergie  quantenmäßig  ändern. 
Geben  wir,  indem  wir  einen  bestimmten  Elektronenübergang  ins  Auge 
fassen,  v0  einen  festen  Wert  und  ebenso  entweder  n  oder  s,  so  erhalten 
wir  in  Ubereinstimmung  mit  der  Formel  von  Deslandres  für  die  ent- 
stehende Serie 

(9a)  »  =  "o  +  ^w 

oder 

Zu  einer  genaueren  Formel  gelangen  wir,  wenn  wir  den  Umstand 
berücksichtigen,  daß  durch  den  Elektronenübergang,  der  die  Grund- 
frequenz v0  hervorruft,  auch  die  innere  Konfiguration  des  Atoms  ge- 
ändert wird,  dadurch  auch  die  elektrische  Kraft  zwischen  den  Atomen 
der  Molekel  und  damit  endlich  auch  das  molekulare  Trägheitsmoment 
selbst.  Wir  müssen  dann  unterscheiden  zwischen  den  Werten  Qx  und  02, 
die  dem  Trägheitsmoment  vor  und  nach  dem  Übergange  zukommen.  Es 
wird  dann 

>2       (»T  l)2 


.  h 


6>2 


oder 

.  7'(±  2rc  -  l)  ,   hn%  (  l        l  \ 

Auf  die  Erklärung  der  Rotationsspektren  wurde  die  Quantenhypothese 
zuerst  von  Bjerrum  (1912)  angewendet';  eine  exaktere  Theorie  hat  auf 
Grund  der  BoHRschen  Frequenzbedingung  Schwarzschild  (1916)  ge- 
schaffen. In  der  letzten  Zeit  (seit  1918)  ist  die  Theorie  der  Bandenspektren 
hauptsächlich  durch  Heurlinger  und  durch  Lenz  fortgebildet  worden. 
Indessen  steht  sie  heute  erst  im  Anfang  ihrer  Entwicklung.    Von  der 
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Vollendung,  die  in  vielem  bereits  der  Theorie  der  Linien  Spektren  eigen 
ist,  kann  bei  der  Theorie  der  Bandenspektren  einstweilen  noch  keine 
Rede  sein.  Gleichwohl  dürfen  wir  von  den  Bandenspektren,  wenn  wir 
erst  einmal  ihre  Sprache  verstehen  gelernt  haben  werden,  ebenso  wichtige 
Aufschlüsse  über  den  Bau  der  Molekeln  erhoffen,  wie  sie  uns  über  den 
Bau  der  Atome  in  vieler  Hinsicht  bereits  die  Linienspektren  gewährt 
haben. 

§  90.   Bas  Kernmodell  als  Umkehrung  des  Atommodells. 

In  den  bisherigen  spektroskopischen  Untersuchungen  wurden  Atome 
betrachtet,  die  entweder  neutral  oder  positiv  ionisiert  waren.   Mit  Rück- 
sicht auf  eine  Anwendung,  die  sogleich  erfolgen  soll,  möge  nun  auch 
+  ein  möglichst  einfaches  Modell  eines  Atoms  be- 

trachtet werden,  das  eine  negative  Gesamtladung 
aufweist.  Ein  solches  Modell  würde  aus  einem 
positiven  Elektron  bestehen,  um  das  zwei  einander 
diametral  gegenüberstehende  negative  Elektronen 
in  gleicher  Entfernung  kreisen.  Die  quanten- 
theoretisch ausgezeichneten  Bahnen  wären  dann 
durch  die  beiden  Bedingungen  bestimmt,  daß  der 
mit  2  7t  multiplizierte  Drehimpuls  gleich  sein  muß 
einem  ganzzahligen  Vielfachen  des  elementaren 
Wirkungsquantums  und  daß  andererseits  die  Flieh- 
kraft jedes  umlaufenden  negativen  Elektrons  gleich  sein  muß  der  elek- 
trischen Anziehung,  die  es  erfährt. 

Die  erste  Bedingung  findet  ihren  Ausdruck  in  der  Beziehung 

/1A  nh 
(1)  m  a  v  =  — — 

Die  zweite  Bedingung  lautet 

/o\  Vt  v1        3  e2 


denn  von  der  Anziehung,  die  der  Kern  in  der  Entfernung  a  ausübt, 
ist  die  Abstoßung  abzuziehen,  die  in  der  Entfernung  2a  das  andere 
negative  Elektron  bewirkt).  Indem  man  die  erste  Gleichung  quadriert 
und  durch  die  zweite  dividiert,  findet  man  (ganz  ähnlich  wie  in  §  80) 
für  den  Radius  der  einquantigen  Bahn 

/q\  h2 

W  <l>  =    Se*n*m  ' 

also  einen  Wert,  der  von  dem  entsprechenden  Werte  für  die  einquan- 
tige  Bahn  des  Wasserstoffatoms  nur  im  Verhältnis  4 : 3  verschieden  ist ; 
die  Größenordnung  ist  in  beiden  Fällen  dieselbe  (10-9  cm). 

Wir  wollen  uns  nun  das  betrachtete  Atommodell  derart  umgekehrt 
oder,  wie  man  sagt,  invertiert  denken,  daß  darin  positive  und  nega- 
tive Elektrizität  die  Rollen  vertauschen.    Es  kreisen  also  dann 
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zwei  positive  Elektronen  um  ein  negatives,  das  trotz  seiner  viel  ge- 
ringeren Masse  an  der  Bewegung  nicht  teilnimmt,  weil  es  sich  wegen 
der  symmetrischen  Anordnung  in  dem  gemeinsamen  Schwerpunkt  der 
beiden  positiven  Elektronen  befindet  (Fig.  58).  Die  frühere  Überlegung 
behält  vollkommen  ihre  Gültigkeit,  auch  die  Gl.  3,  nur  daß  in  ihr  an  die 
Stelle  der  negativen  Elektronenmasse  die  etwa  1840  mal  so  große  positive 
Elektronenmasse  zu  setzen  ist.  Durch  die  Umkehrung  wird  also  das 
Modell  im  Maßstab  von  etwa  1:2000  verkleinert;  zugleich  wird  die 
Gesamtladung  positiv. 

Nachdem  zuerst  der  Verfasser  dieses  Buches  ein  Kernmodell  durch 
Umkehrung  des  Thomson  sehen  Atommodells  zu  schaffen  versucht  hatte1, 
hat  Lenz  ein  Kernmodell  durch  Umkehrung  des  Eutheeford sehen 
Atommodells  konstruiert  (1918).  Das  eben  beschriebene,  von  Lenz 
stammende  Kernmodell  wäre  das  eines  Atomes  von  der  Kernladungs- 
zahl Eins  und  dem  Atomgewicht  Zwei.2  Für 
den  Heliumkern  oder,  was  ja  dasselbe  ist,  ^e 
für  das  Alpha-Teilchen  hat  Lenz  ein 
Modell  ersonnen,  bei  dem  vier  in  einem 
Kreise  symmetrisch  angeordnete  positive 
Elektronen  um  eine  Achse  rotieren,  die  von 
zwei  negativen  Elektronen  gebildet  wird 
Fig.  59).  Die  Anziehungskräfte,  die  auf  ein 
negatives  Elektron  die  vier  positiven  aus-  Fig-  59- 

üben,   ergeben  eine  Resultierende,   die  zu 

dem  Kernmittelpunkt  gerichtet  ist;  ihr  muß  die  Abstoßung  gleich  sein, 
die  das  andere  negative  Elektron  bewirkt.  Durch  diese  Bedingung 
ist  die  Gestalt  des  Kernes  bestimmt  (d.  h.  also  das  Verhältnis  zwischen 
dem  Kingradius  und  der  Achsenlänge).  Andererseits  müssen  die  Flieh- 
kraft eines  positiven  Elektrons,  die  Abstoßung',  die  es  seitens  der  drei 
anderen  positiven  Elektronen,  und  die  Anziehung,  die  es  seitens  der 
beiden  negativen  Elektronen  erfährt,  zusammen  eine  verschwindende 
Eesultierende  ergeben.  Verbindet  man  diese  Beziehung  noch  mit  der 
Quantenbedingung,  wonach  der  Drehimpuls  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
von  h\ 2 7t  sein  muß,  so  kann  man  die  Lineardimensionen,  also  die 
Größe  des  Heliumkernes  (im  ein  quantigen  Zustand)  bestimmen. 

Das  Lenz  sehe  Modell  des  Heliumkernes  birgt  allerdings  (worauf 
nicht  näher  eingegangen  werde)  manche  Schwierigkeiten  in  sich.3  Auch 


1  Physikal.  Zeitschr.  18,  1917,  S.  400. 

2  Dieses  Atom  wäre  mit  dem  Wasserstoffatom  isotop  (s.  §  95). 

3  Diese  Schwierigkeiten  betreffen  einerseits  die  Größe  des  Heliumkernes, 
andererseits  seine  Energie.  Führt  man  die  vorhin  angegebenen  Berechnungen  auf 
Grund  des  Coulomb  sehen  Gesetzes  durch,  so  findet  man  für  den  Ringradius  des 
Heliumkernes  5  .  10~"ia  cm  und  für  die  Energie  des  Heliumkernes  3,3  .  10— 24  erg. 
Nun  haben  aber  die  Versuche  über  den  Durchgang  von  a-Teilchen  durch  die  Atome 
eine  obere  Grenze  für  die  Ausdehnung  der  Atomkerne  ergeben;  sie  beträgt  für 
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ist  über  die  allerersten  Anfänge  die  Kerntheorie  heute  noch  nicht  hinaus- 
gelangt. Aber  gleichwohl  erscheint  es  ziemlich  wahrscheinlich,  daß  auch 
der  Aufbau  des  Atomkernes  durch  ähnliche  Quantenbeziehungen  geregelt 
wird  wie  der  des  Atoms  selbst.4 


Goldkerne  3  .  10— 12  cm,  für  Wasserstoffkerne  2  .  10— 13  cm.  Das  LENzsche  Modell 
scheint  also  einen  zu  großen  Wert  zu  liefern.  —  Der  Heliumkern  weist,  wie  die 
Erfahrung  zeigt,  einen  sogenannten  Massendefekt  auf.  Er  ist  nicht  genau  vier- 
mal so  massig  wie  der  Wasserstoffkern,  sondern,  wie  eine  Vergleichung  der  Atom- 
gewichte von  Wasserstoff  und  Helium  zeigt,  nur  3,97  mal.  Das  Produkt  aus  0,03 
und  der  Wasserstoffatommasse  bestimmt  den  Massendefekt,  und  nach  dem  später 
zu  besprechenden  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie  (§  130)  müßte  das  Produkt 
aus  dem  Massendefekt  und  dem  Quadrate  der  Lichtgeschwindigkeit  die  innere 
Energie  des  Heliumkernes  ergeben.  Der  so  ermittelte  Wert  ist  aber  tausendmal 
größer  als  der  vorhin  angegebene,  aus  dem  Modell  errechnete.  —  Beide  Schwierig- 
keiten lassen  sich  vermeiden,  wenn  man  annimmt,  daß  in  so  kleinen  Entfernungen, 
wie  es  die  im  Innern  des  Kernes  sind,  wesentliche  Abweichungen  von  dem 
CoüLOMBSchen  Gesetz  auftreten.  In  der  Tat  hat  Smekal  (1920)  gezeigt,  daß 
sich  auf  Grund  des  Lenz  sehen  Modells,  des  Satzes  von  der  Trägheit  der  Energie 
und  des  bekannten  Massendefektes  die  Größe  der  a-Partikel  zu  höchstens  l,5.L0~13cm 
ergibt,  wofern  man  das  Coulomb  sehe  Gesetz  durch  ein  allgemeineres  Kraft- 
gesetz ersetzt,  demzufolge  die  Kraft  einer  unbestimmten  Potenz  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  ist.  Bei  sehr  kleinen  Distanzen  liegt  dann  der  Exponent 
dieses  Kraftgesetzes  zwischen  2  und  3. 

4  Nach  der  Theorie  wäre  wohl  auch  eine  Kernstrahlung  denkbar.  Könnte  sie 
überhaupt  erregt  werden,  so  wäre  sie  aber  wohl  viel  zu  hart,  als  daß  ein  Nachweis 
etwaiger  Kernspektren  einstweilen  erhofft  werden  könnte. 


XII.  Kapitel. 


Theorie  der  Grundstoffe. 

§  91.   Die  natürliche  Reihe  der  Grundstoffe. 

Da  die  Quadratwurzel  aus  den  Frequenzen  der  einzelnen 
Linien  der  K-  und  der  Z-Serie  (nach  §  87)  linear  mit  der  Kern- 
ladungszahl wächst,  so  bietet  die  Untersuchung  der  Röntgen- 
spektren eine  Möglichkeit,  um  die  chemischen  Grundstoffe  nach  steigen- 
der Kernladungszahl  in  eine  „natürliche  Reihe"  zu  ordnen.  Trägt 
man  auf  einer  Geraden  von  einem  irgendwie  gewählten  Ursprung  aus 
die  Werte  von  ^vjN  auf  (wobei  v  die  Frequenz  einer  bestimmten  Linie 
der  K-  oder  Z-Serie,  N  aber  die  Rydbeeg sehe  Konstante  bedeutet),  so 
erhält  man  eine  Reihe  von  Punkten,  die  im  allgemeinen  gleich  weit 
untereinander  abstehen,  nur  daß  an  einigen  Stellen  der  Abstand  doppelt 
so  groß  ist  und  dadurch  das  Vorhandensein  einer  Lücke  deutlich 
offenbart. 

In  Fig.  60  ist  die  natürliche  Reihenfolge  dargestellt,  die  sich  so 
für  diejenigen  Grundstoffe  ergibt,  für  die  die  iT-Serie  beobachtet  werden 
konnte.  Die  Ordinaten  stellen  die  Werte  ^vjN  dar,  die  Abszissen  sind 
gleich  den  Nummern,  die  man  den  einzelnen  Grundstoffen  bei  ihrer 
natürlichen  Aneinanderreihung  (nach  wachsender  Kernladungszahl)  zu- 
ordnen muß,  wenn  man  auch  die  sich  offenbarenden  Lücken  berück- 
sichtigt und  aus  einem  später  zu  erörternden  Grunde  bei  dem  Natrium 
mit  Nummer  11  beginnt.  Die  beobachteten  Werte  von  ^/v/JY  sind  durch 
kleine  Striche  angedeutet.  Das  Gesetz  des  linearen  Anstieges  zeigt  sich 
auf  das  genaueste  erfüllt.  Lücken  bekunden  sich  bei  den  Nummern  18, 
31,  36,  43  und  54. 

Es  zeigt  sich  nun  die  überraschende  Tatsache,  daß  die  Reihen- 
folge der  Elemente,  die  sich  so  ergibt,  dieselbe  ist,  wie  diejenige,  die 
man  erhält,  wenn  man  die  in  Fig.  60  vorkommenden  Grundstoffe  nach 
steigendem  Atomgewicht  anordnet,  mit  dem  Unterschiede  allerdings, 
daß  dann  Tellur  und  Jod  ihre  Stellung  vertauschen  und  ebenso  Kobalt 
und  Nickel.  Überdies  kennt  aber  die  Chemie  noch  vier  Grundstoffe, 
deren  Atomgewichte  zwischen  denen  des  Natriums  und  des  Neodyms 
liegen.  Es  sind  die  drei  Edelgase  Argon,  Krypton  und  Xenon,  von 
denen  natürlich  röntgenspektroskopische  Aufnahmen  nicht  gemacht 
werden   konnten,  und   das  sehr   seltene  Metall   Gallium,   von  dem 
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wenigstens  zurzeit  eine  röntgenspektroskopische  Aufnahme  noch  nicht 
vorzuliegen  scheint.  Das  Atomgewicht  des  Galliums  liegt  zwischen 
denen  des  Zinks  und  des  Germaniums,  so  daß  ihm  zweifellos  die  Stelle 
Nr.  31  zukommt.  Das  Atomgewicht  des  Argons  liegt  zwischen  dem  des 
Kaliums  und  des  Calciums;  man  muß  annehmen  (und  diese  Annahme 
wird  durch  die  im  nächsten  Abschnitt  zu  besprechenden  Gründe  ge- 
stützt), daß  die  Lücke  Nr.  18  dem  Argon  zukommt,  in  diesem  Falle 
jedoch  wiederum  das  Element  mit  etwas  höherem  Atomgewicht  dem 
Element  mit  etwas  niedrigerem  (nämlich  dem  Kalium)  vorangeht.  Das 
Atomgewicht  des  Kryptons  liegt  zwischen  denen  des  Brom  und  Rubidium, 


11      13      15     17      19     21      23     25      27     29     31      33      35      37     39      41     43     45     47     49     51      53     55     57  59 
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Mg  Si  S   A  Ca  Ti  Cr  Fe  Ni  Zn  Ge  Se  Kr  Sr  Zr  Mo  Ru  Pd  Cd  Sn  Te  X  Ba  Ce  Nd 

Fig  60. 

das  des  Xenons  zwischen  denen  von  Tellur  und  Jod  einerseits  und  von 
Kobalt  andererseits.  Zweifellos  kommt  also  die  Stelle  Nr.  36  dem 
Krypton  und  ebenso  die  Stelle  Nr.  54  dem  Xenon  zu,  da  ja  in  der 
natürlichen  Reihe  trotz  des  höheren  Atomgewichtes  das  Tellur  dem  Jod 
vorangeht.  Die  Stelle  Nr.  43  gehört  offenbar  einem  bisher  noch  nicht 
entdeckten  Elemente. 

Die  Chemie  kennt  nun  zehn  Grundstoffe,  deren  Atomgewicht  kleiner 
ist  als  das  des  Natriums,  mit  dem  die  Reihe  der  Elemente  beginnt,  von 
denen  die  Ä-Serie  bekannt  ist.  Nach  steigendem  Atomgewicht  geordnet, 
sind  dies  Wasserstoff,  Helium,  Lithium,  Beryllium,  Bor,  Kohlenstoff, 
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Stickstoff,  Sauerstoff,  Fluor  und  Neon.  Bei  dem  Wasserstoff  ist  nun 
jedenfalls,  wie  sein  Spektrum  erkennen  läßt,  die  Kernladungszahl  mit 
eins  anzunehmen.  Daß  sie  bei  dem  Helium  zwei  beträgt,  ist  außer  auf 
spektroskopischem  Wege  festgestellt  worden  durch  Messungen  an  a-Teil- 
chen,  die  ja  wiederum  identisch  befunden  wurden  mit  den  Atomkernen 
des  Gases  Helium  (s.  §  76).    Indem  man  dann  weiterhin  annimmt,  daß 


1  1D  ÜO  iUj 

Fig.  61. 


dem  Lithium  die  Kernladungszahl  drei  zukommt  und  so  fort,  ergibt  sich 
für  das  Neon  die  Kernladungszahl  zehn  und  für  das  Natrium  die  Kern- 
ladungszahl elf. 

Bis  zu  dem  60sten  Element,  dem  Neodym,  ist  die  Reihenfolge  durch 
Beobachtung  der  X-Serie  sichergestellt.  Das  niedrigste  Element,  bei  dem 
die  Z-Serie  festgestellt  ist,  ist  zurzeit  das  29ste,  das  Kupfer;  bei  Ele- 
menten mit  kleinerer  Kernladungszahl  liegt  die  Z-Serie  eben  in  der 
Lücke,  die  einstweilen  noch  das  Gebiet  der  Röntgenstrahlen  von  dem 
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des  ultravioletten  Lichtes  trennt.  Von  dem  Kupfer  führt  die  Unter- 
suchung der  X-Serie  über  das  Neodym  hinaus  bis  zu  dem  höchsten  be- 
kannten Element,  dem  Uran,  für  das  sich  die  Kernladungszahl  92  ergibt. 

Auch  bei  der  Z-Serie  erweist  sich  das  Gesetz  des  linearen  Anstieges 
der  Quadratwurzel  aus  der  Frequenz  mit  großer  Genauigkeit  erfüllt 
(Fig.  61).  Zwischen  Kupfer  und  Neodym  ergibt  die  Untersuchung  der 
Z-Serie  dieselben  Werte  der  Kernladungszahl  wie  die  Betrachtung  der 
Ji-Serie;  dasselbe  gilt  für  die  Grundstoffe  von  dem  Kupfer  abwärts  bis 
zu  dem  Natrium,  wenn  man  für  diese  die  Frequenz  der  Za-Linie  indirekt 
aus  der  Beziehung  berechnet,  daß 

L  =  KB  -  K 

a  p  a 

sei  (s.  Gl.  3  des  §  87);  auch  da  zeigt  sich  das  Gesetz  des  linearen  An- 
stieges vollkommen  erfüllt.  Auch  von  der  Ordnungszahl  61  an  ist  die 
Reihenfolge  dieselbe  wie  diejenige,  die  sich  ergibt,  wenn  man  die  Grund- 
stoffe nach  steigendem  Atomgewicht  anordnet,  woferne  man  auch  die 
Elemente  berücksichtigt,  die  wegen  ihres  gasförmigen  Charakters  oder 
wegen  ihrer  Seltenheit  nicht  röntgenspektroskopisch  untersucht  werden 
konnten,  und  wenn  man  weiterhin  annimmt,  daß  die  Stellen  Nr.  61,  75, 
85  und  87  einstweilen  noch  nicht  entdeckten  Elementen  zukommen.  An 
einer  Stelle  ist  allerdings  die  Reihenfolge  von  Kernladungszahl  und 
Atomgewicht  vertauscht.  Die  91.  Stelle  weist  im  Protactinium  ein 
niedrigeres  Atomgewicht  (230)  auf  als  die  90.  im  Thorium  mit  dem 
Atomgewicht  232. 1 

Auf  das  genaueste  bestätigt  sich  auch  die  spektraltheoretische  Be- 
ziehung, daß  die  vierte  Wurzel  aus  der  Schwingungsdifferenz  des 
i/-Dubletts  linear  mit  der  Kernladungszahl  wächst. 2  Wir  müssen  dies 
um  so  mehr  bewundern,  als  ja  bei  dem  Uran  diese  Schwingungsdifferenz 
etwa  50  Millionen  mal  so  groß  ist  wie  bei  dem  Wasserstoff.3 


1  Da  die  Kernladungszahl  nunmehr  bekannt  ist,  ist  es  auch  nach  Gl.  6  und  7 
des  §  87  möglich,  die  Abschirmungskonstanten  der  K-  und  L  Serie  zu  ermitteln, 
deren  ungefähre  Werte  bereits  in  §  87  mitgeteilt  wurden. 

2  S.  Gl.  8  des  §  87. 

3  Die  Abstände  der  beiden  Linien  sind  infolgedessen  allerdings  so  groß,  daß 
erst  die  Theorie  erkennen  ließ,  daß '  es  sich  nicht  um  zwei  selbständige  Linien, 
sondern  um  Komponenten  eines  Dubletts  handelt.  —  Der  vierten  Potenz  der 
Kernladungszahl  ist  ^übrigens,  wie  die  Erfahrung  zeigt,  auch  das  Absorptions- 
vermögen proportional,  das  die  Grundstoffe  für  Röntgenstrahlung  besitzen. 
Daraus  ergibt  sich  eine  einfache  Erklärung  der  medizinischen  Röntgenbilder.  Das 
Fleisch  besteht  im  wesentlichen  aus  Wasserstoff,  Kohlenstoff,  Stickstoff  und  Sauer- 
stoff, deren  Kernladungszahlen  durchwegs  kleiner  sind  als  10.  Die  Knochen  ent- 
halten aber  Calcium,  dessen  Kernladungszahl  20  beträgt.  Die  Absorption  der 
Knochen  ist  also  wegen  des  Gehaltes  an  Calciumatomen  viel  größer  als  die  des 
Fleisches.  Da  Blei  eine  besonders  hohe  Kernladungszahl  hat  (82),  so  erscheinen 
in  Röntgenbildern  Bleikugeln  tief  schwarz.  Da  auch  die  Kernladungszahl  des 
Wismuts  sehr  groß  ist  (83),  so  füllt  man  bei  Röntgenaufnahmen  des  Magens  diesen 
mit  Wismutbrei. 
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Die  natürliche  Reihe  der  Grundstoffe,  die  sich  bei  Anordnung 
nach  steigender  Kernladungszahl  ergibt,  und  die  mit  derzeit  fünf 
Lücken  zweiundneunzig  Elemente  umfaßt,  ist  in  Tabelle  I  dar- 
gestellt; außer  den  Kernladungszahlen,  die  also  zugleich  die  Ordnungs- 
zahlen in  dieser  Reihe  darstellen,  und  außer  den  konventionellen  Namen 
sind  auch  die  chemischen  Symbole  und  die  auf  Sauerstoff  =  16,000 
bezogenen  Atomgewichte  verzeichnet. 


Tabelle 

I. 

1 

Wasserstoff'  H 

1,008 

32 

Germanium 

Ge 

72,5 

63  Europium 

Eu 

152,0 

2 

Helium 

He 

4,00 

33 

Arsen 

As 

74,96 

64  Gadolinium 

Gd 

157,3 

3 

Lithium 

Li 

6,94 

34 

Selen 

Se 

79,2 

65  Terbium 

Tb 

159,2 

4 

Beryllium 

Be 

9,1 

35 

Brom 

Br 

79,92 

66  Dysprosium 

Dy 

162,5 

5 

Bor 

B 

11,0 

36 

Krypton 

Kr 

82,92 

67  Holmium 

Ho 

163,5 

6 

Kohlenstoff  C 

12,0 

37 

.Rubidium 

Rb 

85,45 

68  Erbium 

Er 

167,7 

7 

Stickstoff' 

N 

14,01 

38 

Strontium 

Sr 

87,63 

69  Thullium  I 

Tul 

168,5 

8 

Sauerstoff 

O 

16,000 

39 

Yttrium 

Y 

88,7 

70  Ytterbium 

Yb 

173,5 

9 

Fluor 

F 

19,0 

40 

Zirkonium 

Zr 

90,6 

71  Lutetium 

Lu 

175,0 

10 

Neon 

Ne  20,2 

41 

Niobium 

Nb 

93,5 

72  Thullium  II 

TuII 

— 

11 

Natrium 

Na 

23,00 

42 

Molybdän 

Mo 

96,0 

73  Tantal 

Ta 

181,5 

12 

Magnesium 

Mg 

24,32 

43 

— 

— 

— 

74  Wolfram 

W 

184,0 

13 

Aluminium 

AI 

27,1 

44 

Ruthenium 

Ru 

101,7 

75  — 

— 

— 

14 

Silicium 

Si 

28,3 

45 

Rhodium 

Rh 

102,9 

76  Osmium 

Os 

190,9 

15 

Phosphor 

P 

31,04 

46 

Palladium 

Pd 

106,7 

77  Iridium 

Ir 

193,1 

16 

Schwefel 

s 

32,06 

47 

Silber 

Ag 

107,88 

78  Platin 

Pt 

195,2 

17 

Chlor 

Cl 

35,46 

48 

Cadmium 

Cd 

112,4 

79  Gold 

Au 

197,2 

18 

Argon 

A 

39,88 

49 

Indium 

In 

114,8 

80  Quecksilber 

Hg 

200,6 

19 

Kalium 

K 

39,10 

50 

Zinn 

Sn 

118,7 

ol  lhallium 

11 

204,0 

20 

Calcium 

Ca  40,07 

51 

Antimon 

Sb 

120,2 

82  Blei 

Pb 

207,2 

21 

Scandium 

Sc 

44,1 

52 

Tellur 

Te 

127,5 

83  Wismut 

Bi 

208,0 

22 

Titan 

Ti 

48,1 

53 

Jod 

J 

126,92 

84  Polonium 

Po 

(210) 

23 

Vanadium 

V 

51,0 

54 

Xenon 

X 

130,2 

85  — 

24 

Chrom 

Cr 

52,0 

55 

Cäsium 

Cs 

132,81 

86  Emanation 

Em 

(222) 

25 

Mangan 

Mn  54,93 

56 

Barium 

Ba 

137,37 

87  — 

26 

Eisen 

Fe 

55,84 

57 

Lanthan 

La 

139,0 

88  Radium 

Ra 

226,0 

27 

Kobalt 

Co 

58,97 

58 

Cer 

Ce 

140,25 

89  Actinium 

Ac 

(226) 

28 

Nickel 

Ni 

58,68 

59 

Praseodym 

Pr 

140,9 

90  Thorium 

Th 

232,15 

29 

Kupfer 

Cu 

63,57 

60 

Neodym 

Nd 

144,3 

91  Protactinium 

Pa 

(230) 

30 

Zink 

Zn 

65,37 

61 

92  Uran 

U 

238,2 

31 

Gallium 

Ga 

69,9 

62 

Samarium 

Sm 

150,4 

§  92.   Die  Valenz. 

Die  Beziehungen  zwischen  Röntgenspektrum  und  Kernladung  be- 
stätigen die  KossELsche  Auffassung,  daß  die  inneren  Schalen  aller 
Atome1  gleich  beschaffen  sind;  und  diese  Tatsache  kann  eine  befriedi- 


1  D.  h.  von  einer  bestimmten  Kernladungszahl  an. 


48 


Theorie  der  Grundstoffe. 


gende  Erklärung  wiederum  nur  durch  die  Annahme  finden,  daß  die 
Elektronen  der  einzelnen  Schalen  bloß  in  ganz  bestimmten  Zahlen 
stabil  angeordnet  sein  können.  Wenn  der  Atomkern  von  lauter  voll- 
kommen stabilen  Schalen  umgeben  ist,  wird  daher  nur  ausnahmsweise2 
die  Zahl  der  den  Kern  umgebenden  negativen  Elektronen  der  Kern- 
ladungszahl gleich  sein.  Im  allgemeinen  kann  daher  ein  Atom  mit 
stabilen  Schalen  nicht  elektrisch  neutral  sein;  es  muß  vielmehr 
eine  Gesamtladung  von  so  viel  Elementarquanten  aufweisen  als  der  Unter- 
schied zwischen  der  Kernladungszahl  und  der  Summe  der  Besetzungs- 
zahlen der  stabilen  Schalen  beträgt.  Diesen  Unterschied  nennt  man  die 
Valenz  oder  Wertigkeit  des  Atoms  und  bezeichnet  sie  als  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  ob  die  Kernladungszahl  größer  ist  oder  aber 
die  Zahl  der  den  Kern  umgebenden  Elektronen. 

Im  neutralen  Zustand  ist  die  äußerste  Schale  eines  Atoms  im  all- 
gemeinen instabil.  Ihre  unvollkommene  Besetzungszahl  stellt  dann  die 
positive  Valenz  dar;  denn  entledigt  sich  das  Atom  der  äußersten  Schale, 
so  wird  es  stabil,  lädt  sich  aber  zugleich  positiv  auf.  Die  Stabilität  kann 
aber  auch  erreicht  werden  durch  Vervollständigung  Jder  äußersten  Schale, 
nämlich  durch  Aufnahme  der  zur  Stabilität  noch  fehlenden  negativen 
Elektronen.  Dabei  lädt  sich  wiederum  das  Atom  negativ  auf;  die  Zahl 
der  fehlenden  Elektronen  stellt  also  die  negative  Valenz  dar.  Die 
Summe  aus  positiver  und  negativer  Valenz  ist  also  gleich  der 
vollen  Besetzungszahl  der  im  neutralen  Zustand  äußersten  Schale. 
Atome  mit  elektrischer  Gesamtladung  werden  als  Ionen  bezeichnet.3 
Ein  Grundstoff  aber,  bei  dem  die  äußerste  Schale  schon  im  neu- 
tralen Zustande  voll  besetzt  ist,  wird  im  allgemeinen  überhaupt 
keine  Ionen  bilden. 

Die  Valenz  äußert  sich  nun  vor  allem  in  zweifacher  Hinsicht,  einer- 
seits bei  der  Elektrolyse  und  andererseits  in  den  chemischen  Verbin- 
dungen zwischen  verschiedenen  Atomen.  Bei  der  Elektrolyse  läßt  sich 
die  Valenz  der  Ionen  (nach  §  67)  direkt  ermitteln,  indem  man  die  Grund- 
stoffmenge mißt,  die  bei  gegebener  Stromstärke  ausgeschieden  wird.4 
Andererseits  lassen  sich  aber  die  chemischen  Bindungen  zwischen 
verschiedenen  Atomen  auf  die  elektrostatischen  Anziehungskräfte 
zurückführen,  die  entgegengesetzt  geladene  Ionen  nach  dem  Coulomb- 


2  Das  ist  dann  der  Fall,  wenn  die  Kernladungszahl  im  Sinne  des  §  86  einer 
Summenzahl  gleich  ist. 

3  S.  §  67.  Wir  müssen  jedoch  Ionisierung  im  engeren  Sinne,  wie  in  diesem 
Abschnitte  gesagt,  unterscheiden  von  Ionisierung  im  weiteren  Sinne,  worunter  ganz 
allgemein  Loslösung  oder  Aufnahme  von  negativen  Elektronen  in  beliebiger  Zahl 
verstanden  wird.  In  diesem  Sinne  wurde  in  der  Theorie  der  Spektren  von  ioni- 
siertem Helium  oder  doppelt  ionisiertem  Lithium  gesprochen.  Ionisierung  im  engeren 
Sinne  tritt  spontan  auf,  Ionisierung  im  weiteren  Sinne  jedoch  nur  unter  dem  Ein- 
flüsse eines  äußeren  Feldes. 

4  Bezeichnen  wir  die  Stromstärke  in  elektrostatischem  Maß  mit  J,  die  Valenz 
mit  % ,  das  elektrische  Elementarquantum  mit  e,  die  Masse  eines  Ions  mit  m'  und 
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sehen  Gesetz  aufeinander  ausüben  müssen.  Bei  einem  Grundstoffe,  dessen 
äußerste  Atomschale  schon  im  neutralen  Zustand  vollbesetzt  ist,  der  also 
nach  dem  früheren  im  allgemeinen  überhaupt  keine  Ionen  bildet,  werden 
wir  daher  annehmen  müssen,  daß  er  auch  zum  Eingehen  chemischer 
Verbindungen  nicht  fähig  sei;  umgekehrt  werden  wir  wiederum  schließen 
müssen,  daß  die  äußerste  Schale  im  neutralen  Zustand  bei  den  Grund- 
stoffen voll  besetzt  sei,  die  den  Chemikern  durch  ihre  völlige  chemische 
Passivität  auffallen;  es  sind  dies  die  sogenannten  Edelgase:  Helium, 
Neon,  Argon,  Krypton,  Xenon  und  die  Emanationen  Die  Kernladungs- 
zahlen der  Edelgase  sind  2,  10,  18,  36,  54  und  86;  die  Differenzen 
zwischen  diesen  Zahlen  betragen  8,  8,  18,  18  und  32. 

Die  Edelgase  stellen  also  gleichsam  den  Idealtypus  der  Grundstoffe 
dar.  Die  Ionen  aller  anderen  Grundstoffe  sind  ja  nichts  anderes  als 
eigenartige  Kreuzungen.  Sie  haben  den  Kern  des  ursprünglichen  Atoms, 
aber  hinsichtlich  ihrer  Schalen  stellen  sie  Edelgasatome  dar.  Wenn 
nun  aber  diese  Auffassung  richtig  ist,  dann  werden  wir  erwarten  dürfen, 
daß  wenigstens  bei  solchen  Grundstoffen,  die  in  der  natürlichen  Reihe 
der  Elemente  nicht  allzuweit  von  einem  Edelgase  abstehen,  ihre  Valenz 
gleich  ist  dem  Unterschiede  zwischen  ihrer  Kernladungszahl  und  der 
des  benachbarten  Edelgases,  und  zwar  mit  positivem  Vorzeichen,  wenn 
der  Grundstoff  eine  höhere  Kernladungszahl  hat  als  das  Edelgas;  im 
entgegengesetzten  Falle  müßte  die  Valenz  negativ  sein.  In  der  Tat 
zeigt  sich,  daß  die  Grundstoffe,  die  in  der  natürlichen  Reihe  der  Ele- 
mente auf  die  Edelgase  folgen,  die  sogenannten  Alkalimetalle,  bei 
der  Elektrolyse  durchwegs  einwertige  positive  Ionen,  sogenannte  ein- 
wertige Kationen -bilden  („Kationen"  deshalb,  weil  sie  durch  den 
Strom  zur  Kathode  geführt  werden).  Die  Grundstoffe,  deren  Kern- 
ladungszahlen die  der  Edelgase  um  zwei  übertreffen,  die  sogenannten 
alkalischen  Erden,  bilden  durchwegs  zweiwertige  Kationen.  Um- 
gekehrt treten  bei  den  Grundstoffen,  die  den  Edelgasen  vorangehen,  bei 
den  sogenannten  Halogenen,  durchwegs  bei  der  Elektrolyse  ein- 
wertige Anionen5  auf,  und  bei  den  Elementen,  die  den  Edelgasen 
um  zwei  Stellen  vorangehen,  also  bei  Sauerstoff,  Schwefel,  Selen  und 
Tellur,  zweiwertige  Anionen. 

Außer  bei  der  Elektrolyse  äußert  sich  die  Valenz  aber  nun  auch 


endlich  die  in  der  Zeiteinheit  abgeschiedene  Masse  des  Grundstoffes  mit  M't  so  ist 
nach  Gl.  3  des  §  67 

M  =  — —  J  . 
ze 

Die  Ionenmasse  m!  ist  aber  wieder  gleich  dem  Quotienten  aus  Atomgewicht  und 
Loschmidt scher  Zahl.  Besonders  einfach  ist  es  natürlich,  durch  Beobachtung  der 
Elektrolyse  Valenzen  zu  vergleichen.  Wird  ein  Stoff  in  doppelt  so  großer  Menge 
abgeschieden  wie  einer,  von  dem  wir  wissen,  daß  er  einwertig  ist,  so  muß  natür- 
lich jener  Stoff  zweiwertig  sein  usw. 

5  „Anionen"  deshalb,  weil  sie  durch  den  Strom  zur  Anode  transportiert  werden. 
HAAS,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  4 
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noch  hinsichtlich  der  chemischen  Verbindungen.  Soll  eine  Molekel 
neutral  sein,  so  muß  die  algebraische  Summe  der  Valenzen  d-er  die 
Molekel  bildenden  Atome  Null  ergeben.  Wenn  wir  nun  wissen,  daß  die 
Halogene  negativ  einwertig  sind,  so  werden  wir  daher  einem  Grundstoff 
eine  ra-fache  positive  Valenz  zuschreiben,  wenn  eines  seiner  Atome 
höchstens  n  Halogenatome  zu  binden  vermag;  ebenso,  wenn  2n  seiner 
Atome  höchstens  n  Atome  des  negativ  zweiwertigen  Sauerstoffs  binden 
und  so  fort. 

Betrachten  wir  nun  etwa  die  Aufeinanderfolge  von  Grundstoffen, 
die  sich  an  das  Neon  anschließt  und  mit  dem  Argon  endet,  so  finden 
wir  Verbindungen  von  folgenden  Typen: 

NaCl      MgCl2       AICI3       SiCl4       PC15  SF6 

Na20      MgO        A1203      Si02       P205      S03      C1207 . 

Wir  ersehen  daraus,  daß  die  positive  Valenz,  bei  dem  Natrium  mit  eins 
beginnend,  bis  zu  sieben  bei  dem  Chlor  ansteigt.  Magnesium  ist  positiv 
zwei-,  Aluminium  drei-,  Silicium  vier-,  Phosphor  fünf-,  Schwefel  sechs- 
wertig.  Andererseits  wissen  wir,  daß  der  Wasserstoff  im  allgemeinen 
positiv  einwertig  ist.6  Vermag  also  das  Atom  eines  Grundstoffes  höch- 
stens n  Wasserstoffatome  zu  binden,  so  müssen  wir  diesem  Grundstoff 
eine  n -fache  negative  Valenz  zuschreiben.  Nun  finden  wir  bei  den  vor- 
hin betrachteten  Elementen  höchste  Wasserstoffverbindungen  von  folgen- 
den Typen: 

SiH4       PH3       SH2  C1H. 

Es  ist  also  Silicium  negativ,  vier-,  Phosphor  drei-,  Schwefel  zwei-  und 
Chlor  einwertig. 

Bei  den  Elementen,  bei  denen  sowohl  die  positive  als  auch  die 
negative  Valenz  oder,  wie  man  auch  sagt,  sowohl  die  Sauerstoff-  als 
auch  die  Wasserstoffvalenz  festgestellt  ist,  beträgt  also  die  Summe 
beider  Valenzen  acht.  Diese  wichtige  Gesetzmäßigkeit  zeigt  sich, 
wie  zuerst  Abegg  erkannte,  bei  vielen  Grundstoffen  erfüllt.  In  theore- 
tischer Hinsicht  kann  sie  am  ehesten  durch  die  von  Born  und  gleich- 
zeitig auch  von  Langmuie  begründete  Annahme  gedeutet  werden,  daß 
die  äußerste  Schale  aller  Elemente  nur  bei  würfelsymmetrischer 
Anordnung  stabil  sein  könne,  also  nur  dann,  wenn  sich  die  äußeren 
Elektronen  in  den  acht  Ecken  eines  Würfels  befinden. 

In  der  Tat  umfaßt  ja  nun  sowohl  die  Grundstoffolge,  die  anschließend 
an  das  Helium  bis  zu  dem  Neon  reicht,  als  auch  diejenige,  die  an  das 
Neon  anschließend  bis  zum  Argon  sich  erstreckt,  je  acht  Grundstoffe. 
Hingegen  bestehen  die  Folgen  Kalium  bis  Krypton*  und  Rubidium  bis 
Xenon  aus  je  achtzehn  Elementen.  In  jeder  dieser  beiden  Folgen 
zeigt  aber  nun  die  positive  Valenz  denselben  Verlauf.    Sie  beginnt  bei 


6  Das  folgt  ja  schon  aus  dem  in  der  Theorie  der  Spektren  so  glänzend  be- 
währten Atommodell  von  Bohr. 
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dem  ersten  Gliede  mit  eins,  steigt  bis  sieben  und  beträgt  dann  bei  dem 
achten,  neunten  und  zehnten  Grundstoff,  die  eine  sogenannte  Triade 
von  gleicher  Valenz  bilden,  acht.  Bei  dem  elften  Grundstoff  ist  die 
Valenz  wiederum  eins  und  steigt  dann  wieder  bis  zu  sieben  bei  dem 
Halogen,  das  dem  die  Folge  abschließenden  Edelgase  vorangeht.  Die 
achtzehngliedrigen  Folgen  zerfallen  derart  in  zwei  Unterfolgen  von  zehn 
und  acht  Gliedern.  Eine  befriedigende  theoretische  Deutung  ist  hierfür 
einstweilen  noch  nicht  gelungen;  möglicherweise  liegt  die  Ursache  in  der 
Bildung  von  Doppelschalen. 

Die  Elementenfolge,  die  anschließend  an  das  Xenon  bis  zum  näch- 
sten Edelgase,  der  Emanation  reicht,  umfaßt  gar  zweiunddreißig 
Grundstoffe.  Der  Verlauf  der  Valenz  ist  aber  ganz  derselbe  wie  der 
in  den  beiden  achtzehngliedrigen  Folgen,  woferne  man  die  16  Elemente 
mit  den  Kernladungszahlen  von  57  bis  zu  72,  die  sogenannten  seltenen 
Erden  auf  die  dritte  und  vierte  Stelle  der  Folge  verteilt  und  derart 
die  32gliedrige  Folge  auf  eine  18gliedrige  reduziert.  Auf  die  Emanation 
folgt  noch  (bei  Berücksichtigung  der  Lücken)  eine  Folge  von  sechs  Ele- 
menten, deren  Valenz  wiederum  von  eins  an  ansteigt.  Bei  dem  92.  Ele- 
ment, dem  sechswertigen  Uran,  bricht  diese  Folge  aber  plötzlich  ab, 
wobei  es  dahingestellt  bleiben  muß,  ob  Grundstoffe  von  höherer  Kern- 
ladungszahl nicht  mehr  möglich  oder  aber  nur  wegen  ihrer  Seltenheit 
bisher  nicht  beobachtet  worden  sind. 

Auf  Grund  der  Valenz  lassen  sich  derart  die  Elemente  in  acht 
Gruppen  einteilen,  je  nachdem,  ob  die  positive  Valenz  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
7  oder  endlich  entweder  8  oder  0  beträgt.  Da  aber  in  den  Folgen  von 
18  und  32  Elementen  jeder  Valenzwert  zweimal  vorkommt,  so  können 
bei  jeder  Gruppe  wieder  zwei  Untergruppen  unterschieden  werden.  Für 
die  Grundstoffe  ergibt  sich  derart  die  durch  Tabelle  II  dargestellte  An- 
ordnung in  acht  „V&rti kal reihen".  In  den  beiden  achtgliedrigen 
Folgen  von  Lithium  bis  Neon  und  von  Natrium  bis  Argon  sind  hierbei 
die  Elemente  derart  in  die  Untergruppen  eingereiht,  daß  derselben 
Untergruppe  Grundstoffe  angehören,  die  gleich  weit  von  den  Edelgasen 
abstehen.  Kohlenstoff  und  Silicium  aber,  die  beide  gerade  in  der  Mitte 
zwischen  zwei  Edelgasen  stehen,  sind  auch  in  der  Mitte  der  vierten 
Vertikalreihe  eingeordnet. 

§  93.    Die  chemische  Periodizität. 

Die  Betrachtung  der  chemischen  Valenz  läßt  uns  deutlich  in  der 
natürlichen  Eeihe  der  Grundstoffe  eine  Periodizität  erkennen, 
die  durch  die  ausgezeichnete  Stellung  der  Edelgase  bedingt  ist.  In  der 
Tat  zeigen  ja  nicht  nur  die  Edelgase  untereinander  durchaus  ähnliche 
physikalische  und  chemische  Eigenschaften;  dasselbe  gilt  auch  von 
solchen  Grundstoffen,  die  in  der  natürlichen  Reihe  von  den  ihnen  be- 
nachbarten Edelgasen  um  gleich  viel  Stellen  abstehen,  also  z.  B.  die 
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Kernladungszahlen  der  Edelgase  um  je  eins  oder  je  zwei  übertreffen 
oder  um  je  eins  oder  je  zwei  hinter  diesen  Kernladungszahlen  zurück- 
stehen. So  büften  ja  eben,  wenn  die  Kernladungszahl  eines  Edelgases 
mit  z*  bezeichnet  wird,  die  Grundstoffe  mit  den  Kernladungszahlen  z*+  1, 
z*  +  2,  z*  +  3  usw.  bis  z*  —  1  die  Gruppen  der  Alkalimetalle,  der  alka- 
lischen Erden,  der  Erdmetalle  und  schließlich  der  Halogene. 


Noch  deutlicher  als  in  der  Valenz  äußert  sich  die  chemische 
Periodizität  in  vielen  physikalischen  Eigenschaften,  vor  allem  hinsicht- 
lich des  Atomvolumens;  man  versteht  darunter  das  von  einem  Gramm- 
atom eingenommene  Volumen,  also  den  Quotienten  aus  Atomgewicht 
und  Dichte.  In  Fig.  62  ist  das  Atomvolumen  als  Funktion  der  Kern- 
ladungszahl dargestellt.1  Die  steilen  Gipfel,  die  diese  Kurven  bei  den 
Alkalimetallen  erreichen,  zeigen  deutlich,  daß  den  beiden  kleinen  Perioden 
von  je  acht  Elementen  die  beiden  großen  Perioden  von  je  18  Elementen 
und  die  „ganz  große"  Periode  von  32  Elementen  gleich  zu  setzen  sind.2 

Ein  ähnliches  periodisches  Verhalten  wie  das  Atomvolumen  zeigen 
auch  viele  andere  Eigenschaften  der  Grundstoffe,  die  von  den  peripheren 


1  Die  Kurve  ist  von  Sommerfeld  auf  Grund  der  von  Stephan  Meyer  berech- 
neten Werte  konstruiert. 

2  Hinsichtlich  der  Valenz  kommt  die  Periodizität  minder  deutlich  zum  Aus- 
druck, weil  innerhalb  der  großen  Perioden  die  Valenz  zweimal  von  einem  Minimum 
zu  einem  Maximum  ansteigt. 
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Eigentümlichkeiten  des  Atoms  abhängen.  Fig.  63  bietet  hierfür  drei 
Beispiele.  Die  oberste  Kurve  dieser  Figur  stellt  die  reziproke  Schmelz- 
temperatur dar,  multipliziert  mit  104,  die  mittlere  in  entsprechendem 
Maßstab  den  Ausdehnungskoeffizienten 3,  die  unterste  die  Kompressibilität.4 
Ähnliche  Kurven  erhält  man  auch,  wenn  man  elektrische,  magnetische, 
optische  oder  thermische  Eigenschaften  der  Elemente  in  ihrer  Abhängig- 
keit von  der  Kernladungszahl  darstellt. 


Alle  diese  Kurven  zeigen  Maxima  bei  den  Alkalimetallen,  und 
in  der  Tat  nehmen  ja  diese  neben  den  Edelgasen  insofern  eine  aus- 
gezeichnete Stellung  ein,  als  bei  ihnen  im  neutralen  Zustand  nur  ein 
einziges  peripheres  Elektron  die  vollständig  geschlossenen  Schalen 
umkreist.  Deshalb  sind  ja  auch  bei  den  Alkalimetallen  die  peripheren 
Spektralserien  von  besonderer  Einfachheit5,  und  andererseits  erklärt 
dies  auch,  warum  bei  den  Alkalimetallen  die  Bindung  der  peripheren 
Elektronen  viel  lockerer  ist  als  bei  allen  übrigen  Grundstofien. 
Denn  auf  die  peripheren  Elektronen  wirkt  ja  im  neutralen  Atom  der 
„Atomrest"  mit  einer  effektiven  Ladung,  die  in  grober  Annäherung 
gleichgesetzt  werden  kann  so  vielen  Elementarquanten,  als  die  Zahl  der 
peripheren  Elektronen  beträgt.  Darum  ist  eben  bei  den  Alkalimetallen 
das  Atomvolumen  am  größten,  darum  kann  bei  ihnen  schon  bei  ver- 


3  Vgl.  §  112. 

4  Vgl.  §  112. 

5  Vgl.  §  88. 
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hältnismäßig  niedrigen  Schmelztemperaturen  das  Gefüge  des  festen 
Aggregatzustandes  gelöst  werden  usw. 

Die  Ubereinstimmung  der  peripheren  Atomeigenschaften  erklärt  es, 
warum  bei  der  Anordnung  der  Grundstoffe  in  den  „Vertikalreihen" 
der  Tabelle  II  Elemente,  die  vertikal  untereinander  stehen,  ein  durch- 
aus ähnliches  physikalisches  und  chemisches  Verhalten  zeigen.  Auf 
Grund  dieser  Anordnung  ist  es  sogar  möglich,  den  chemischen  Charakter 
der  fünf  einstweilen  noch  nicht  entdeckten  Elemente  vorauszusagen: 
Das  43.  und  das  75.  Element  müssen  Homologe  des  Mangans  sein,  das 
61.  eine  seltene  Erde,  das  85.  ein  Halogen  und  das  87.  ein  Alkalimetall. 

Wird  nun  einem  Atom  ein  Elektron  entrissen  —  man  bezeichnet 
diesen  Vorgang  als  „einfache"  (partielle)  Ionisierung6  — ,  dann  müßte 
es  nunmehr  dieselben  peripheren  Atomeigenschaften  zeigen  wie  im  neu- 
tralen Zustande  die  Grundstoffe  der  vorangehenden  Vertikalreihe.  Durch 
diese  Überlegung  wurden  im  Jahre  1918  Sommeefeld  und  Kossel 
zu  dem  interessanten  spektroskopischen  Verschiebungssatz  ge- 
führt. Die  experimentelle  Spektroskopie  kennt  bei  den  Grundstoffen 
zwei  durchaus  verschiedene  optische  (also  periphere)  Spektren,  die  sie 
als  Bogen-  und  als  Funkenspektrum  unterscheidet.7  Dieses  erfordert 
eine  viel  höhere  Temperatur  und  eine  höhere  elektrische  Spannung  als 
jenes.  Theoretisch  ist  der  Unterschied  wohl  so  zu  erklären,  daß  das 
Bogenspektrum  von  einem  neutralen  Atom  erzeugt  wird,  hingegen  das 
Funkenspektrum  von  einem  Atom,  dem  ein  negatives  Elektron  entrissen 
wurde.  Infolge  der  chemischen  Periodizität  schlössen  hieraus  Sommer- 
feld und  Kossel,  daß  die  Funkenspektren  der  Grundstoffe  einer 
Vertikalreihe  denselben  Charakter  haben  müßten  wie  die  Bogen- 
spektren  der  vorangehenden  Vertikalreihe.  In  der  Tat  zeigt 
sich  dieser  spektroskopische  Verschiebungssatz  recht  gut  erfüllt.  Die 
Funkenspektren  der  Alkalimetalle  sind  ebenso  linienreich  und  „serien- 
los" wie  die  Bogenspektren  der  Edelgase.  Die  Funkenspektren  der  alka- 
lischen Erden  haben  einen  ähnlichen  einfachen  Typus  und  denselben 
Dublettcharakter  wie  die  (in  §  88)  besprochenen  Bogenspektren  der 
Alkalimetalle.  Die  Funkenspektren  der  Erdmetalle  (dritte  Vertikalreihe) 
haben  denselben  Triplettcharakter  wie  die  Bogenspektren  der  alkalischen 
Erden  und  so  fort. 


Die  chemische  Periodizität  wurde  um  das  Jahr  1870  gleichzeitig 
durch  Lothar  Meyer  und  durch  Mendelejefe  entdeckt.  Beide 
stellten  unabhängig  voneinander  fest,  daß  in  einer  nach  steigendem 
Atomgewicht  gebildeten  Eeihe  der  chemischen  Elemente  charakte- 


6  Wohl  zu  unterscheiden  von  der  vollständigen  Ionisierung,  wie  sie  in  §  92 
besprochen  wurde. 

7  Die  Bogenspektren  werden  im  elektrischen  Lichtbogen  erzeugt,  die  Funken- 
spektren in  Geissleb  sehen  Köhren. 
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ristische  physikalische  und  chemische  Eigentümlichkeiten  periodisch 
wiederkehren.  Sie  unterschieden  bereits  verschiedene  Gruppen  des  peri- 
odischen Systems,  und  derart  war  es  schon  Mendelejeff  möglich,  die 
Eigenschaften  dreier  erst  •  später  tatsächlich  entdeckter  Elemente,  des 
Scandiums,  des  Galliums  und  des  Germaniums,  aus  den  bekannten  Eigen- 
schaften des  Bors,  des  Aluminiums  und  des  Siliciums  vorauszusagen.  Zahl- 
reiche neue  Elemente  wurden  gegen  Ende  des  19.  und  im  Anfang  des 
20.  Jahrhunderts  entdeckt,  so  vor  allem  die  Edelgase,  die  seltenen  Erden 
und  die  Kadioelemente.  Eine  völlige  Neugestaltung  erfuhr  aber  nun  eben 
die  Systematik  der  Grundstoffe  durch  die  so  bedeutungsvolle  Entdeckung 
Moseleys  aus  dem  Jahre  1913.  Die  Untersuchung  der  regelmäßigen 
Frequenzzunahme  bei  den  Röntgenspektren  führte  zu  der  Aufstellung 
einer  Grundstoffreihe,  die  sich  nahezu  völlig  mit  der  früher  bekannten, 
nach  steigendem  Atomgewicht  gebildeten  deckt,  nur  daß  eben  in  einigen 
Fällen  die  Reihenfolge  geändert  und  einigen  Lücken  Rechnung  getragen 
werden  mußte.  Durch  Numerierung  der  einzelnen  Stellen  dieser  Reihe 
ergab  sich  für  jeden  Grundstoff  eine  bestimmte  Ordnungszahl,  und  van 
den  Broek  hat  zuerst  im  Jahre  1913  den  für  die  moderne  Atom- 
theorie  grundlegenden  Satz  aufgestellt,  daß  diese  Ordnungszahl  identisch 
sei  mit  der  Kernladungszahl,  die  multipliziert  mit  dem  elektrischen 
Elementarquantum,  die  Ladung  des  Atomkernes  darstellt. 

§  94.    Affinität  und  Molekelbildung. 

Wenn  in  einem  Atom  die  Zahl  der  den  Kern  umgebenden  Elek- 
tronen sich  mit  der  Kernladungszahl  nicht  deckt,  dann  muß,  wie  schon 
erwähnt,  das  Atom  eine  Gesamtladung  aufweisen.  Ein  derartiges  Atom 
muß  somit  nach  dem  Coulomb  sehen  Gesetz  auf  irgendein  anderes 
Atom  mit  entgegengesetzter  Gesamtladung  eine  Anziehungskraft  aus- 
üben, und  diese  kann  die  Ursache  werden,  daß  sich  mehrere  Atome  zu 
einer  sogenannten  Molekel  vereinigen.  Der  Verschmelzung  der  Atome 
ist  hierbei  offenbar  im  allgemeinen  dadurch  eine  Grenze  gesetzt,  daß  ja 
trotz  entgegengesetzter  Gesamtladungen  beide  sich  vereinigenden  Atome 
von  durchwegs  negativen  Schalen  umgeben  sind,  die  wegen  der  gegen- 
seitigen Abstoßung  einer  völligen  Durchdringung  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Atome  im  Wege  stehen.  Zumal  wegen  der  raschen  und  regel- 
mäßigen Umläufe  der  Schalen  werden  deren  Ladungen  so  wirken,  als 
ob  sie  gleichmäßig  über  die  ganze  Schalenfläche  verteilt  wären.  In 
grober  Annäherung  wird  man  sich  daher  eine  Molekel  als  ein  sym- 
metrisches Aggregat  von  einander  berührenden  Kugeln  denken  können, 
die  die  einzelnen  zu  der  Molekel  vereinigten  Atome  darstellen  und  die 
eben  durch  elektrostatische  Kräfte  zusammengehalten  werden.  Dabei 
wird  man  sich  eine  Kugel  um  so  größer  denken  können,  je  größer  die 
Zahl  der  Atomschalen  ist,  einer  je  höheren  Periode  also  der  Grundstoff 
angehört. 
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Durch  diese  Annahmen  vermag  die  neue,  von  Kossel  im  Jahre 
1916  begründete  Theorie  die  chemische  Affinität  auf  elektrosta- 
tische Kräfte  zurückzuführen.  Die  Kraft,  mit  der  ein  ionisiertes 
Atom  ein  anderes  festzuhalten  vermag,  ist  durch  das  Coulomb  sehe  Ge- 
setz bestimmt  und  näherungsweise  durch  den  Ausdruck  gegeben 

wenn  n'  und  n  die  Valenzen  der  beiden  Ionen  sind,  e  das  elektrische 
Elementarquantum  und  av  und  a2  die  Radien  der  beiden  kugelförmig 
gedachten  Atome.  Diese  Kraft  stellt  ein  Maß  dar  für  die  chemische 
Verwandtschaft,  für  die  Affinität,  die  die  beiden  Grundstoffe  zu- 
einander besitzen.  Da  nun  einer  höheren  Periode  des  periodischen 
Systems  innerhalb  derselben  Gruppe  ein  größerer  Atomradius  entspricht, 
so  ergibt  sich  aus  der  Gl.  1  sogleich  der  folgende  wichtige  Satz:  Die 
Affinität  der  Grundstoffe  zu  einem  bestimmten  Element  nimmt  inner- 
halb einer  Periode  mit  wachsender  Valenz  zu;  innerhalb  der- 
selben Gruppe  des  periodischen  Systems  entspricht  der  höheren 
Periode  eine  geringere  Affinität.  Hat  aber  nun  derart  ein  Grund- 
stoff A  zu  einem  anderen  Grundstoffe  C  eine  größere  Affinität  als  ein 
Grundstoff  B,  dann  wird  A  imstande  sein,  B  aus  seinen  Verbindungen 
mit  C  zu  verdrängen. 

Unter  allen  Ionen  nimmt  nun  das  des  Wasserstoffs,  weil  es 
nur  aus  einem  einzigen  positiven  Elektron  besteht,  eine  singulare  Stel- 
lung ein.  Denn  sein  Radius  ist  viel  kleiner  als  der  eines  negativen 
Elektrons,  während  umgekehrt  die  Radien  aller  anderen  Ionen  viel 
größer  sind,  weil  ja  in  ihnen  negative  Elektronen  um  den  Kern  kreisen. 
Nach  Gl.  1  müssen  daher  Wasserstoffionen  ganz  besonders  fest  an  den 
Ionen  der  anderen  Grundstoffe  haften. 

Unter  den  Wasserstoffverbindungen  ist  für  den  Chemiker  wiederum 
weitaus  am  wichtigsten  die  des  Sauerstoffs,  nämlich  das  Wasser  (H2Ü). 
Über  das  Verhalten  anderer  Wasserstoffverbindungen  gegenüber  dem 
Wasser  gibt  aber  nun  der  vorhin  angegebene  Satz  Aufschluß.  Das 
zweiwertige  Sauerstoffion  muß  danach  Wasserstoffionen  all  den  Mo- 
lekeln entziehen,  in  denen  der  Wasserstoff  mit  solchen  Elementen 
verbunden  ist,  die  keine  höhere  als  eine  zweifache  negative  Valenz 
haben  und  die  keiner  höheren  Periode  angehören  als  der  Sauerstoff 
selbst.  Aus  der  Anordnung  des  periodischen  Systems  (vgl.  Tab.  II) 
erkennt  man  somit,  daß  durch  den  Sauerstoff  Wasserstoffionen  entzogen 
werden  müssen  den  Wasserstoffverbindungen  aller  einwertigen  Halogene 
(HF,  HCl,  HBr,  HJ),  ferner  auch  den  Wasserstoffverbindungen  von 
Schwefel,  Selen  und  Tellur  (H2S,  H2Se,  H2Te).  In  der  Tat  geben  die 
genannten  Verbindungen  in  wässeriger  Lösung  Wasser stoffionen  ab, 
sie  sind  sogenannte  Säuren.1     Umgekehrt  müßte  der  Stickstoff,  weil 

1  Die  Abspaltung  von  H-Ionen  in  wässeriger  Lösung  gilt  eben  als  Definition 
der  Säuren. 
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er  derselben  Periode  wie  der  Sauerstoff  angehört,  aber  dreiwertig  ist, 
imstande  sein,  der  Wassermolekel  ein  Wasserstoffion  zu  entreißen  und 
»an  sich  zu  fesseln.  Durch  Abspaltung  des  H-lons  müßte  sich  aber  die 
früher  neutrale  Wassermolekel  in  ein  negatives  OH-Ion  verwandeln. 
Substanzen,  die  in  wässeriger  Lösung  OH-Ionen  erzeugen,  werden  aber 
nun  als  Basen  bezeichnet,  und  in  der  Tat  ist  der  Ammoniak  NH3  eine 
starke  Basis.2 

Ein  ganz  besonders  starkes  Bindungsvermögen  muß  auch  der 
vierten  Gruppe  des  periodischen  Systems  zugeschrieben  werden,  um  so 
mehr,  als  ja  diese  sowohl  positiv  als  auch  negativ  vierwertig  ist;  und 
unter  den  Elementen  dieser  Gruppe  muß  wiederum  der  Kohlenstoff 
die  stärkste  Affinität  zeigen,  weil  er  der  niedrigsten  Periode  angehört. 
Dadurch  erklärt  sich  die  ungeheuere  Mannigfaltigkeit  der  Kohlenstoff- 
verbindungen3 und  die  damit  zusammenhängende  scheinbare  Ausnahme- 
stellung des  Kohlenstoffs,  dem,  allerdings  nur  entfernt,  in  dieser  Hinsicht 
höchstens  das  Silicium  gleichkommt. 

Bisher  wurden  nur  solche  Molekeln  betrachtet,  die  durch  Bin- 
dungen zwischen  entgegengesetzt  geladenen  Ionen  gebildet  werden;  man 
bezeichnet  solche  Bindungen  als  heteropolar.  Da  aber  nun  infolge 
der  Existenz  von  Elektronen  die  Elektrizität  in  den  Ionen  individuell 
verteilt  ist,  so  können  auch  zwei  neutrale  Atome  aufeinander  eine  An- 
ziehungskraft ausüben,  wofern  entgegengesetzte  Elektronen  der  beiden 
Atome  einander  sehr  nahe  gebracht  werden.  In  solchen  Fällen  kommt 
es  zu  sogenannten  homöopolaren  Bindungen. 

Die  wichtigsten  Beispiele  homöopolarer  Bindungen  stellen  die  zwischen 
Atomen  desselben  Grundstoffes  dar.  Im  gasförmigen  Zustande 
sind  (wie  aus  der  Messung  der  Gasdichte  und  dem  Avogadeo  sehen  Ge- 
setz folgt4),  die  Molekeln  des  Wasserstoffs,  des  Stickstoffs,  des 
Sauerstoffs  und  der  Halogene  durchwegs  zweiatomig,  ferner  auch 
die  des  Selens  und  des  Tellurs.  Bei  Schwefel  wurden  neben  zwei- 
atomigen achtatomige  Molekeln  festgestellt,  bei  Phosphor  und 
Arsen  bei  nicht  zu  hohen  Temperaturen  vieratomige.5  Bei  Kohlen- 
stoff muß  man  annehmen,  daß  im  festen  Aggregatzustand  seine  Molekeln 


2  Basischen  Charakter  zeigen  übrigens  auch,  in  dieser  Reihenfolge  abnehmend, 
PH3,  AsH3  und  SbH3. 

3  Die  Molekeln  der  Kohlenstoffverbindungen  können  eine  sehr  große  Zahl 
von  Atomen  vereinigen.  So  besteht  z.  B.  die  ßohrzuckermolekel  aus  45  Atomen 
(entsprechend  der  Formel  C1SH220U).  Eine  Molekel  des  Hämoglobins,  des  im  Blute 
enthaltenen  roten  Farbstoffes,  setzt  sich  wahrscheinlich  aus  2378  Atomen  zusammen, 
entsprechend  der  hypothetischen  Formel 

C758Hl203Ni95O218FeSs  . 

4  Vgl.  §  115. 

5  Bei  höherer  Temperatur  erscheint  sowohl  der  Phosphor-  als  auch  der 
Arsendampf  zweiatomig. 
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wenigstens  zwölfatomig  sind.6  Eine  allotrope  Modifikation  des  Sauerstoffs, 
das  Ozon,  wird  als  dreiatomig  angenommen.7  Da  jeder  Grundstoff  so- 
wohl eine  positive  als  auch  eine  negative  Valenz  zeigen  kann,  so  besteht 
allerdings  die  Möglichkeit,  daß  Grundstoffmolekeln  auch  heteropolar  zu- 
sammengesetzt sind,  eine  Annahme,  die  namentlich  bei  den  Grundstoffen 
naheliegt,  die  sowohl  positiv  als  auch  negativ  vierwertig  sind.  Bei  den 
elektropositiven  Metallen  haben  die  Bestimmungen  der  Dampfdichte 
durchwegs  zu  dem  Ergebnis  geführt,  daß  bei  ihnen  eine  Molekelbildung 
nicht  stattfindet,  daß  also,  wie  man  in  der  üblichen  Sprache  der  Chemie 
sagt,  ihre  Molekeln  einatomig  sind.8  Daß  dies  durchwegs  auch  bei 
den  Edelgasen  zutrifft,  erscheint  bei  deren  völligen  chemischen  Träg- 
heit selbstverständlich. 

Auch  zwischen  ganzen  Molekeln  erscheinen  homöopolare  Bindungen 
möglich.  Derart  erklären  sich  die  sogenannten  Komp  lex  verbin  dun  gen, 
bei  denen  ganze  Molekeln  aneinander  gelagert  erscheinen.  Es  ist  z.  B. 
sowohl  eine  Ammoniakmolekel  (NHS)  als  auch  eine  Chlorwasserstoff- 
molekel (HCl)  im  ganzen  neutral.  Gleichwohl  vermag  aber  infolge  der 
von  dem  Stickstoffion  ausgehenden  Anziehung  die  Ammoniakmolekel 
noch  das  Wasserstoffion  der  HCl-Molekel  festzuhalten  und  derart  im 
Salmiak  (NH4C1)  eine  Komplexverbindung  herzustelllen.  Ja  die  Bindung 
zwischen  den  beiden  Molekeln  ist  so  fest,  daß  sich,  namentlich  auch  bei 
-der  Elektrolyse,  der  Salmiak  so  verhält  wie  eine  Verbindung  zwischen 
einem  negativen  Chlorion  und  einem  einwertigen  Kation  NH4,  das  als 
„Ammonium"  bezeichnet  wird  und  das  in  den  Verbindungen  eine  ganz 
ähnliche  Rolle  spielt  wie  die  ebenfalls  einwertigen  Ionen  der  Alkali- 
metalle. Ebensowohl  wie  das  Wasserstoffatom  der  HCl-Molekel  kann 
auch  deren  Chlor- Atom  an  einer  anderen  Molekel  angelagert  werden. 

Als  ein  besonderer  Fall  der  Molekelbildung  muß  auch  die  Kristall- 
bildung angesehen  werden.  In  der  Tat  stellen  ja,  wie  die  LAUE-Photo- 
gramme  beweisen  (s.  §  75),  die  Kristalle  einzelne  Biesenmolekeln  dar,  in 
denen  aber  gleichwohl  wegen  der  völlig  regelmäßigen  Anordnung  in 
Raumgittern  die  verschiedenen  Atomsorten  in  sehr  einfachen  Zahlen- 
verhältnissen miteinander  verbunden  sind,  so  daß  der  Kristallverbindung 
eine  einfache  chemische  Formel  und  dementsprechend  ein  bestimmtes 
Molekulargewicht  zugeschrieben  werden  können.  Das  interessante  Bei- 
spiel eines  nur  aus  einem  Grundstoff  aufgebauten  Kristalls  stellt  der 
Diamant  dar. 

Durch  die  Elektronentheorie  werden  der  Chemie  ganz  neue  Wege 


6  Dies  wird  daraus  geschlossen,  daß  bei  der  Oxydation  von  amorphem  Kohlen- 
stoff mit  Kaliumpermanganat  hauptsächlich  Mellitsäure  entsteht,  die  in  ihrer 
Molekel  zwölf  Kohlenstoffatome  enthält. 

7  Wahrscheinlich  besteht  auch  eine  vierätomige  Sauerstoffmodifikation,  die 
als  Oxozon  bezeichnet  wird. 

8  Derartige  Dampfdichtenbestimmungen  sind  vor  allem  bei  Quecksilber  und 
bei  Cadmium  gelungen. 
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der  Forschung  eröffnet.  Das  künftige  Ziel  der  theoretischen  Chemie 
wird  es  sein,  aus  den  Anordnungen  der  Elektronen  in  den  verschieden- 
artigen Atomen  auf  rein  mathematischem  Wege  alle  die  Konstanten 
zu  berechnen,  die  das  physikalische  und  das  chemische  Verhalten  der 
Grundstoffe  und  der  Verbindungen  charakterisieren.  In  dieser  Hinsicht 
bedeutet  es  einen  verheißungsvollen  Anfang,  daß  es  (worauf  hier  nicht 
näher  eingegangen  werde)  in  der  Tat  bereits  Boen  und  Lande  (1918) 
gelang,  die  Affinität  zwischen  Alkalimetallen  und  Halogenen  und  später 
auch  die  zwischen  Zink  und  Schwefel  aus  der  Struktur  der  entsprechen- 
den Kristallgitter  richtig  zu  berechnen. 


Die  modernen  Begriffe  des  Atoms  und  der  Molekel  gehen  auf 
D  alton  zurück.  Im  Jahre  1805  entdeckte  dieser  die  wichtige  Gesetz- 
mäßigkeit der  sogenannten  multiplen  Proportionen;  wie  D alton 
fand,  läßt  sich  nämlich  jedem  Grundstoff  eine  bestimmte,  ihn  charakteri- 
sierende Zahl  derart  zuordnen,  daß  die  in  einer  chemischen  Verbindung 
enthaltenen  Mengen  der  Grundstoffe  sich  untereinander  so  verhalten 
wie  ganzzahlige  Vielfache  der  für  die  betreffenden  Elemente  charakte- 
ristischen Zahlen.  Dieses  Gesetz  findet  nun,  wie  schon  Dalton  er- 
kannte, eine  sehr  einfache  Deutung  durch  die  Annahme,  daß  die  für  die 
Grundstoffe  charakteristischen  Zahlen  nichts  anderes  darstellen  als  die 
relativen  Gewichte  ihrer  Atome  und  daß  sich  eben  die  Molekeln  aus 
den  Atomen  der  chemisch  verbundenen  Grundstoffe  aufbauen. 

Schon  in  dem  zweiten  Jahrzehnt  des  19.  Jahrhunderts  entwickelte 
Beezelius  eine  Theorie,  die  die  zwischen  den  Atomen  wirksamen 
chemischen  Kräfte  auf  elektrostatische  zurückzuführen  suchte.9  Nachdem 
sich  die  Theorie  von  Beezelius  durch  einige  Jahrzehnte  behauptet 
hatte,  trat  sie  allmählich  ganz  in  den  Hintergrund,  weil  zuviel  Ver- 
bindungen bekannt  wurden,  die  sich  nach  der  Beezelius  sehen  Theorie 
nicht  erklären  ließen.  Das  war  nicht  nur  der  Fall  bei  den  homöo- 
polaren Bindungen,  sondern  auch  bei  den  Komplexverbindungen,  und 
auch  in  der  immer  mächtiger  werdenden  organischen  Chemie  ließ  sich 
mit  der  Grundannahme  von  Beezelius  nicht  viel  anfangen.  Erst  auf 
der  Grundlage  der  modernen  Elektronentheorie  war  es  möglich,  in  Er- 
neuerung des  Beezelius  sehen  Grundgedankens  eine  physikalische  Er- 
klärung für  die  chemischen  Valenzkräfte  zu  erbringen. 

§  95.   Die  Isotopie. 

Die  Kernladung  eines  Atoms  ist,  wie  schon  öfter  erwähnt  wurde, 
bedingt  durch  die  Differenz  zwischen  den  im  Kerne  enthaltenen  posi- 
tiven und  negativen  Elektronen.    Das  Atomgewicht  hängt  hingegen  nur 


9  Berzeliüs  dachte  sich  die  Atome  aller  Elemente  ursprünglich  polar,  jedoch 
mit  zwei  ungleich  starken  Polen.    Danach  sollen  sich  die  Grundstoffe,  je  nachdem, 
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von  der  Gesamtzahl  der  positiven  Elektronen  ab.  Es  können  daher 
zwei  Atome  bei  gleicher  Kernladung  gleichwohl  verschiedene 
Masse  haben.  Die  Grundstoffe,  denen  diese  Atome  angehören,  müßten 
demnach  bei  gleicher  Stellung  im  periodischen  System,  also  bei  gleichen 
chemischen  Eigenschaften,  ein  verschiedenes  Atomgewicht  auf- 
weisen.1 Derartige  Stoffe  nennt  man  isotop2;  und  die  Gesamtheit  aller 
isotopen  Elemente  mit  gleicher  Kernladungszahl  bezeichnet  man  als  eine 
Plejade.3  Da  ein  Grundstoff  um  so  häufiger  ist,  je  größer  seine  Lebens- 
dauer (also  seine  Halbierungszeit4)  ist,  so  kann  als  der  Hauptreprä- 
sentant einer  Plejade  deren  längstlebiges  Glied  angesehen  werden, 
nach  dem  man  auch  die  Plejade  zu  benennen  pflegt. 

Isotope  Elemente  zeigen  fast  dasselbe  chemische  und  physikalische 
Verhalten.  Sie  haben  nahezu  dasselbe  optische  Spektrum5,  sie  haben  das- 
selbe Röntgenspektrum6,  sie  haben  denselben  Schmelzpunkt,  dieselbe  magne- 
tische Suszeptibilität;  die  Lösungen  ihrer  Salze  haben  denselben  Brechungs- 
index usw.  Verschieden  sind  nur  solche  Eigenschaften,  die  durch  die 
Kernmasse  bedingt  sind,  wie  die  Dichte  und  die  spezifische  Ladung  der 
Ionen.  Durch  chemische  Methoden  können  daher  isotope  Elemente 
nicht  voneinander  getrennt  werden.7  Dadurch  erklärt  sich  das  Auf- 
treten von  sogenannten  Mischelementen,  die  ein  Gemenge  isotoper 
Grundstoffe  darstellen.  Wegen  der  völligen  Übereinstimmung  in  dem 
Verhalten  seiner  Bestandteile  erscheint  eben  ein  solches  Gemenge  wie 
ein  einheitlicher  Stoff. 


welche  Elektrizitätsart  und  in  welchem  Grade  sie  vorwaltet,  in  eine  Reihe  ordnen 
lassen.  Die  chemische  Verwandtschaft  soll  aber  um  so  inniger  sein,  je  weiter  zwei 
Grundstoffe  in  dieser  Eeihe  voneinander  abstehen. 

1  Umgekehrt  können  natürlich  auch  Stoffe  von  gleichem  Atomgewicht  ganz 
verschiedenes  chemisches  Verhalten  zeigen.  Es  nehmen  z.  B.  Radium  D  und 
Radium  F  bei  gleichem  Atomgewicht  (210)  verschiedene  Stellen  im  periodischen 
System  ein  und  zeigen  auch  ein  ganz  verschiedenes  chemisches  Verhalten. 

2  Isos  topos  heißt  auf  griechisch  die  gleiche  Stelle. 

3  Plejade  ist  das  griechische  Wort  für  Vielheit. 

4  S.  §  76. 

5  Vergl.  jedoch  des  Verf.  Aufsatz:  Rotationsspektrum  und  Isotopie,  Zeitschr. 
f.  Physik,  1921. 

6  Es  zeigt  sich  nicht  der  geringste  Unterschied  zwischen  den  L-Serien  von 
gewöhnlichem  Blei  und  Radiumblei. 

7  Daher  kommt  es  auch,  daß  viele  Elemente  eine  scheinbare  starke  Radio- 
aktivität zeigen,  die  aber  in  Wirklichkeit  gar  nicht  von  ihnen  selbst  herrührt,, 
sondern  von  ihnen  beigemengten  und  von  ihnen  nicht  abtrennbaren  isotopen  Ele- 
menten, die  ihrerseits  eine  geringe  Lebensdauer  haben.  Die  Aktivität  des  Bleis, 
das  aus  Uranmineralien  abgeschieden  wird,  rührt  z.  B.  daher,  daß  mit  dem  Blei 
(und  von  ihm  nicht  trennbar)  Radium  D  verbunden  ist.  Nur  solche  radioaktive 
Elemente  konnten  isoliert  werden,  die  selbständige  Hauptvertreter  einer  Plejade 
sind,  nämlich  das  Radium,  die  Emanation,  das  Polonium,  das  Actinium  und  schließ- 
lich das  Protactinium.  Die  anderen  Radioelemente  sind  isotop  mit  den  eben  ge- 
nannten Grundstoffen  oder  mit  den  bereits  früher  bekannt  gewesenen  Metallen 
Wismut,  Blei  und  Thallium  und  konnten  darum  von  diesen  nicht  getrennt  werden. 
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Eine  Zerlegung  oder  wenigstens  eine  Analyse  von  Misch- 
elementen erscheint  jedoch  durch  Methoden  möglich,  die  sich  auf  die 
Verschiedenheit  der  Dichte  oder  der  spezifischen  Ladung  der  Ionen  gründen. 
So  erscheint  es  möglich,  ein  Gas,  das  ein  Mischelement  darstellt,  durch 
fraktionierte  Diffusion  zu  zerlegen,  weil  hei  gegebener  Temperatur  die 
Diffusionsgeschwindigkeit  nur  von  dem  Molekulargewicht  abhängt.  Auch 
durch  fraktionierte  Verdampfung  erscheint  eine  Zerlegung  möglich.  Als 
besonders  wertvoll  erwies  sich  aber  für  die  Untersuchung  von  Misch- 
elementen die  von  J.  J.  Thomson  begründete  und  vor  allem  durch 
Aston  ausgebildete  Kanalstrahlenanalyse. 

Die  Kanalstrahlen,  die  aus  positiv  elektrischen  Gasionen  bestehen, 
werden,  wie  in  einem  früheren  Abschnitte  (§  69)  dargelegt  wurde,  sowohl 
in  einem  elektrischen  als  auch  in  einem  magnetischen  Felde  abgelenkt 
und  beschreiben  infolgedessen  bei  geeigneter  gegenseitiger  Stellung  der 
beiden  Felder  Parabeln.  Die  Größe  der  Ablenkung  erscheint  durch 
die  spezifische  Ladung  bestimmt,  wegen  der  Konstanz  der  Ladung  also 
durch  die  Masse  der  Gasionen.  Bei  passender  Versuchsanordnung  kann 
/  daher  die  Masse  auf  Grund  photographischer  Ausmessungen  ermittelt 
werden.  Wenn  nun  die  Gasionen  nicht  durchwegs  die  gleiche  Masse 
haben,  weil  das  Gas  ein  Mischelement  ist,  dann  müssen  die  vermengten 
isotopen  Elemente  getrennte  Parabeln  ergeben,  wobei  es  wiederum 
durch  Ausmessungen  möglich  sein  muß,  die  Atomgewichte  der  ver- 
mengten isotopen  Elemente  zu  ermitteln. 

Fälle  von  Isotopie  wurden  zuerst  bei  dem  Blei  festgestellt.  Man 
fand,  daß  Blei  verschiedenes  Atomgewicht  hat,  je  nachdem,  ob  es 
sich  um  gewöhnliches  Blei  handelt  oder  um  solches,  das  aus  Uran- 
mineralien, oder  schließlich  um  solches,  das  aus  Thoriummineralien  ge- 
wonnen ist.  Für  diese  drei  verschiedenen  Bleisorten,  das  „gewöhn- 
liche" Blei,  das  Radiumblei  und  das  Thoriumblei  ergaben  sich 
die  verschiedenen  Atomgewichte  207,  206  und  208.8  Zu  der  Blei- 
plejade  gehören  überdies  noch  weitere  radioaktive  Umwandlungs- 
produkte, die  in  ihren  Atomgewichten  bis  um  acht  Einheiten  verschieden 
sind.9  Ebenso  zahlreich  wie  die  Bleiplejade  ist  auch  die  Polonium- 
plejade.10  Es  wurden  überhaupt  für  alle  bekannten  Stellen  des 
periodischen  Systems  von  der  dem  Thallium  zukommenden  Ordnungs- 
zahl 81  an  Plejaden  festgestellt.  So  entspricht  z.  B.  der  Ordnungs- 
zahl 86  die  Plejade  der  Emanationen,  nämlich  Eadiumemanation 
als  längstlebiges  Glied,  Thorium-  und  Actiniumemanation  mit  den  Atom- 
gewichten 222,  220  und  218.    Eine  interessante  Plejade  stellen  auch 


8  Genauer  207,2;  206;  207,9. 

9  Es  sind  dies  Ac  D  mit  demselben  Atomgewicht  wie  Radiumblei  (206),  Ra  D 
und  Ac  B  mit  dem  Atomgewicht  210,  Th  B  mit  dem  Atomgewicht  212  und  Ra  B 
mit  dem  Atomgewicht  214  (s.  §  96). 

10  Die  Glieder  der  Po-Plejade  sind  Po,  Ac  C,  Th  C,  Ra  C,  Ac  A,  Th  A  und 
Ra  A  (s.  §  96). 
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die  beiden  isotopen  Elemente  Uran  I  und  Uran  II  dar  mit  den  Atom- 
gewichten 238  und  234.  Uran  I  ist  viel  längerlebig  als  Uran  II,  so  daß 
dieses  auch  nur  in  einem  sehr  geringen  Verhältnis  von  weniger  als  ein 
Tausendstel  dem  Uran  I  beigemischt  ist.  Umgekehrt  ist  daher  das  Uran  II 
viel  radioaktiver  als  Uran  I.  Daß  Uran  ein  Mischelement  ist,  geht 
übrigens  auch  schon  aus  der  Tatsache  hervor,  daß  es,  wie  sich  zeigte, 
zwei  Arten  von  a-Strahlen  mit  verschiedener  Keichweite  aussendet.  Eine 
dreifache  Plejade  füllt  auch  die  vorletzte  Stelle  des  periodischen  Systems 
(Nr.  91)  aus,  neben  einem  sehr  kurzlebigen  und  darum  Brevium  ge- 
nannten Elemente  auch  das  später  entdeckte  langlebige  Protac- 
tinium  und  das  Uran-Z. 1112 

Mittels  der  Kanalstrahlanalyse  haben  zunächst  J.  J.  Thomson 
und  Aston  den  Nachweis  erbracht,  daß  das  in  der  Atmosphäre  ent- 
haltene Edelgas  Neon,  dessen  Atomgewicht  zu  20,2  ermittelt  worden 
war,  ein  Mischelement  darstellt  und  aus  zwei  isotopen  Elementen  mit 
den  Atomgewichten  20  und  22  zusammengesetzt  ist.13  Im  Jahre  1919 
konnte  Aston  auch  den  höchst  bedeutungsvollen  Nachweis  erbringen, 
daß  das  Gas  Chlor,  bei  dem  bis  dahin  ein  wegen  seiner  starken  Ab- 
weichung von  der  Ganzzahligkeit  auffallendes  Atomgewicht  von  35,45 
angenommen  worden  war,  ein  Gemisch  zweier  isotoper  Gase  mit  den 
ganzzahligen  Atomgewichten  35  und  37  darstellt.14  Im  Krypton,  dessen 
Atomgewicht  früher  zu  82,92  angegeben  wurde,  wurden  mindestens  sechs 
Isotope  festgestellt  mit  den  Atomgewichten  78,  80,  82,  83,  84  und  86; 
im  Xenon  (sogenanntes  Atomgewicht  130^2)  fünf  Isotope  mit  den  ver- 
mutlichen Atomgewichten  128,  130,  131,  133  und  135.  Auch  im  Queck- 
silberdampf wurde  durch  Kanalstrahlanalyse  Isotopie  entdeckt.  Neben 
dem  Hauptrepräsentanten  vom  Atomgewicht  202  konnte  in  geringerer 
Menge  eine  Quecksilberart  vom  Atomgewicht  204  und  ferner,  einstweilen 
noch  uii zerlegt,  eine  Mischung  isotoper  Elemente  mit  Atomgewichten 
zwischen.  197  und  200  festgestellt  werden.  Nach  den  neuesten  Ver- 
suchen von  Aston  ist  auch  das  Bor  (10,9)  ein  Gemisch  zweier  Isotope 


11  Die  aus  vielen  Gründen  besonders  interessante  Entdeckung  des  Protactiniums 
gelang  1919  Otto  Hahn  und  Lise  Meitner,  die  des  UZ  1921  Hahn. 

12  Die  anderen  Plejaden  sind  die  des  Thalliums  (Tl,  Ac  C",  Th  C",  Ka  C"), 
die  des  Wismuts  (Bi,  Ka  A,  Ac  C,  Th  C,  Ra  C),  die  des  Radiums  (Ra,  Ac  X, 
ThX,  MsThx),  die  des  Actiniums  (Ac,  MsTh2),  sowie  schließlich  die  des  Thoriums 
(Th,  Rd  Ac,  Rd  Th,  Ionium,  UY,  UX^.  Innerhalb  einer  Plejade  nimmt,  worauf 
Fajans  aufmerksam  machte,  mit  abnehmendem  Atomgewicht  die  Lebensdauer  der 
«-strahlenden  Stoffe  ab,  während  die  der  ^-strahlenden  Grundstoffe  mit  abnehmen- 
dem Atomgewicht  innerhalb  einer  Plejade  zunimmt.  Die  einzige  Ausnahme  stellt 
das  «-strahlende  Polonium  dar,  das  innerhalb  seiner  Plejade  bei  kleinstem  Atom- 
gewicht die  größte  Lebensdauer  hat. 

13  Möglicherweise  gibt  es  noch  eine  dritte  Neonart  vom  Atomgewicht  21. 

14  Die  scheinbar  durchwegs  gleichmäßige  Vermischung  der  beiden  Chlorelemente 
(die  sich  eben  in  der  Konstanz  der  Zahl  35,45  äußert)  wird  am  ehesten  durch  den 
ursprünglich  gasförmigen  Zustand  der  Erde  erklärt. 
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mit  den  Atomgewichten  10  und  11  und  das  Brom  (79,92)  eines  von 
zwei  in  etwa  gleicher  Menge  vorhandenen  Isotopen  mit  den  Atom- 
gewichten 79  und  81.  Bei  Wasserstoff,  Helium,  Kohlenstoff,  Stickstoff, 
Sauerstoff,  Fluor,  Phosphor  und  Arsen  ergaben  die  Kanalstrahlversuche 
keinerlei  Anhaltspunkte  für  das  Vorhandensein  von  Isotopie,  ebenso- 
wenig bei  Wasserstoff  und  Sauerstoff  sehr  sorgfältig  angestellte  Separa- 
tionsversuche, die  sich  auf  die  Methode  der  fraktionierten  Diffusion 
gründeten. 15 

§  96.    Das  Verschiebungsgesetz  der  Grundstoffverwandlungen. 

Wenn  die  positive  Elektrizität  des  Atoms  durchwegs  im  Atomkern 
enthalten  ist  und  wenn,  wie  experimentell  erwiesen  ist,  die  «-Strahlen 
aus  trägen,  positiv  geladenen  Teilchen  bestehen1,  dann  muß  durch 
«-Strahlung  eines  Atoms  seine  Kernladung  vermindert,  der  chemische 
Charakter  des  Stoffes  also  geändert  werden.  Es  wird  also  nicht  nur, 
da  die  «-Teilchen  eine  träge  Masse  von  vier  Wasserstoff-Atommassen 
haben,  durch  «-Strahlung  das  Atomgewicht  um  vier  Einheiten  herab- 
gesetzt: es  wird  auch,  da  die  «-Teilchen  mit  je  zwei  positiven  Elementar- 
quanten geladen  sind,  die  chemische  Ordnungszahl  um  zwei  er- 
niedrigt. Der  Platz  des  neu  gebildeten  Elementes  erscheint  gegenüber 
dem  des  umgewandelten  um  zwei  Stellen  nach  links  verschoben. 

Die  ß-Strahlen  bestehen  aus  negativen  Elektronen.  Wofern  sie 
aus  dem  Atomkern  stammen,  so  erhöht  sich  durch  Aussendung  eines 
mit  einem  negativen  Elementarquantum  geladenen  /9-Teilchens  die  posi- 
tive Kernladung  um  ein  Elementarquantum,  die  Ordnungszahl  wird  also 
um  Eins  erhöht.  Umgekehrt  müssen  wir,  da  durch  ß- Ausstrahlung  der 
chemische  Charakter  stets  geändert  wird,  daraus  schließen,  daß  die  die 
/^-Strahlen  zusammensetzenden  negativen  Elektronen  tatsächlich  aus  dem 
Atomkern  selbst  stammen.  Da  die  Masse  der  negativen  Elektronen 
recht  klein  ist  gegenüber  der  Masse  eines  Wasserstoffatoms,  so  wird 
durch  ^-Strahlung  eine  merkliche  Änderung  des  Atomgewichtes  nicht 
herbeigeführt. 

Unterscheiden  wir  bei  den  Grund  Stoffverwandlungen  «-  und  ^-Um- 
wandlungen, so  gilt  somit  folgendes  wichtige  Verschiebungsgesetz: 
Eine  «-Umwandlung  verschiebt  den  Grundstoff  im  periodischen  System 
um  zwei  Stellen  nach  links2  bei  gleichzeitiger  Verminderung  des 
Atomgewichtes  um  vier  Einheiten;  eine  /^-Umwandlung  ver- 
schiebt den  Grundstoff  um   eine  Stelle  nach  rechts  ohne  eine 


15  Diese  Versuche  wurden  von  Stern  und  Volmer  angestellt;  Ann.  d.  Phys. 
59,  1919,  S.  225. 

1  S.  §  76. 

2  Eine  Verschiebung  um  sechs  Stellen  nach  links  ist  dabei  im  Sinne  des 
periodischen  Systems  (Tab.  II)  natürlich  gleichbedeutend  mit  einer  Verschiebung 
um  zwei  Stellen  nach  rechts. 
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merkliche  Änderung  des  Atomgewichts.  Dieses  Gesetz  ist  bereits 
im  Jahre  19 1 3  von  Fajans  und,  unabhängig  von  ihm,  auch  von 
Soddy  aufgestellt  worden.  Es  brachte  die  bis  dahin  vermißte  Klar- 
heit in  die  Lehre  von  den  radioaktiven  Umwandlungen;  es  ermög- 
lichte es  den  Forschern,  den  chemischen  Charakter  aller  Umwandluugs- 
produkte  zu  bestimmen,  vorhandene  Lücken  auszufüllen,  und  es  führte 
schließlich  auch  zu  der  Entdeckung  neuer  Radioelemente.3 

Tabelle  III. 
U  I     (VI,  238) 

Y  a 

UXt  (IV,  234) 

y  ß 

UX2    (V,  234) 

\<ß 

Uli    (VI,  234) 


>  UY 

(IV,  230) 

Io 

(IV,  230) 

Y  O. 

Ea 

(II,  226) 

Pa 

(V,  230) 

Y  et 

y  a 

Ra  Em  (VIII,  222) 

Ac 

(III,  226) 

j« 

Y  ß 

Ka  A 

(VI,  218) 

ßd  Ac 

(IV,  226) 

Y  ol 

y  « 

Ra  B 

(IV,  214) 

AcX 

(II,  222) 

y  P 

v  « 

RaC 

^  \ 

(V,  214) 

ß 

Ac  Em 

(VIII,  218) 

\a 
Y 

(III,  210) 

'Ra  C  (VI,  214) 

Ac  A 

(VI,  214) 

ß 

jS 

I« 

Y 

(IV,  210) 

Ra  D 

(IV,  210) 

Ac  B 

v  ß 

iß 

RaE 

(V,  210) 

Ac  C 

(V,  210) 

1 


F  =  Po  (VI,  210)  Ac  ü"  (III,  206)      Ac  C  (VI,  210) 


Y 

Ra  Gr      (IV,  206)  Ac  D        (IV,  206) 

(=  Radium-Pb)  (=  Ae-Pb) 

Die  Physik  kennt  heute  zwei  zusammenhängende  Um wandlungs- 
reihen  von  Elementen.  Die  eine  Reihe  geht  von  dem  Uran  aus 
und  teilt  sich  in  ihrem  weiteren  Verlaufe  in  die  Radium-  und  in 


8  Es  waren  dies  vor  allem  Uran  X2  und  Protactinium. 
Haas,  Einiührung  in  die  theor.  Physik.  II. 
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die  Actiniumreihe.  Die  Ausgangssubstanz  der  anderen  Reihe  ist 
das  Thorium. 

Die  Uranreihe  ist  durch  Tabelle  III  dargestellt,  in  der  neben 
dem  chemischen  Symbol  des  Radioelementes4  eingeklammert  seine 
Gruppennummer  (in  bezug  auf  die  Vertikalreihen  der  Tabelle  II)  und 
sein  Atomgewicht  verzeichnet  sind.5  Aus  der  Tabelle  kann  man  auch 
ohne  weiteres  die  empirische  Bestätigung  der  Verschiebungssätze  ablesen. 
Radium  geht  beispielsweise  aus  dem  Uran  I  durch  drei  «-Umwandlungen 
und  zwei  ß- Umwandlungen  hervor,  und  erscheint  in  der  Tat  um  {'6x2  —  2) 
oder  vier  Reihen  gegenüber  dem  Uran  nach  links  verschoben,  bei  einer 
Verminderung  des  Atomgewichtes  um  zwölf  Einheiten.  Die  Emanation 
erscheint  wiederum  gegenüber  dem  Radium,  aus  dem  sie  durch  eine 
«-Umwandlung  hervorgeht,  um  zwei  Stellen  nach  links  oder,  was  das- 
selbe ist,  um  sechs  Stellen  nach  rechts  verschoben.  In  der  Tat  hat  die 
Emanation  die  Eigenschaften  eines  Edelgases,  während  das  Radium  den 
chemischen  Charakter  der  alkalischen  Erden  aufweist.  Das  Radiumblei 
geht  aus  dem  Radium  durch  fünf  a-  und  vier  ß-  Umwandlungen  hervor. 
Es  erscheint  in  der  Tat  gegenüber  dem  Radium  um  (5x2  —  4),  also  um 
sechs  Stellen  nach  links  verschoben,  aus  der  zweiten  in  die  vierte  Gruppe; 
die  Differenz  der  Atomgewichte  beträgt  fünfmal  vier  oder  zwanzig.  Be- 
merkenswert ist  auch,  daß  aus  einem  Element  durch  eine  cc-  und  zwei 
^-Umwandlungen  ein  ihm  isotopes  Element  hervorgehen  muß.  Auf  diese 
Weise  bildet  sich  aus  Uran  I  das  ihm  isotope  Metall  Uran  II. 

Von  besonderem  Interesse  sind  schließlich  die  Verzweigungen 
der  Umwandlungsreihe.  Von  Radium- C  verwandelt  sich  nur  ein  ge- 
ringer Bruchteil  der  Atome,  etwa  nur  0.04  °/0,  in  Radium-C",  während 
die  überwiegende  Mehrheit  die  Umwandlung  in  Ra-C  erfährt.  Eine 
andere  Verzweigung  findet  bei  dem  Ac-C  statt.  Hypothetisch  und 
empirisch  einstweilen  noch  nicht  sichergestellt  ist  die  merkwürdige  Ver- 
zweigung bei  dem  Uran  II,  bei  dem,  wie  man  aus  verschiedenen  Gründen 
schließen  muß,  durch  verschiedene  «-Umwandlungen  einerseits  daslonium, 
andererseits  das  mit  diesem  in  der  Ordnungszahl  und  im  Atomgewicht 
übereinstimmende  Uran  Y  entsteht.6  7 

4  Die  Abkürzungen  bedeuten  (abgesehen  von  den  aus  Tab.  I  ersichtlichen 
Symbolen):  Io  =  Ionium,  Ed  =  Radio. 

5  Manche  Zusammenhänge  der  Tabelle  III  sind  allerdings  einstweilen  noch 
nicht  empirisch  sichergestellt,  sondern  müssen  nur  aus  theoretischen  Gründen  ver- 
mutet werden. 

'6  Vgl.  jedoch  §  97,  Anm.  1. 

7  Der  Vollständigkeit  halber  sei  auch  noch  die  Umwandlungsreihe  des 
Thoriums  mitgeteilt,  nämlich 

Th  —  >■  Ms  Tht  —>-  Ms  Th2   ß>  Rd  Th  —  >■  Th  X  —>  Th  Em  —>-  Th  A  ^ 

„„Th  C" 

R  ^ 

Th  B  — >-  Th  C<^ 

MTh  q  4>  Th  D 
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Über  das  Blei  hinaus  konnten  die  Umwandlungsreihen  bisher  noch 
nicht  weiter  verfolgt  werden,  obwohl  kaum  anzunehmen  ist,  daß  sie  mit 
dem  Blei  tatsächlich  enden.  Nur  in  zwei  Fällen  ist  bisher  auch  bei 
Elementen  von  niedrigerer  Ordnungszahl  als  der  des  Bleies  Radioaktivität 
festgestellt  worden,  nämlich  bei  den  beiden  Alkalimetallen  Kalium  und 
Rubidium,  die  beide  ß-Strahler  sind  und  sich  daher  nach  dem  Ver- 
schiebungssatz in  Isotope  von  Calcium  und  Strontium  umwandeln  müßten. 

§  97.    Zerlegung  und  Struktur  der  Grundstoff  kerne. 

Aus  der  Tatsache  der  radioaktiven  Strahlung  geht  deutlich  hervor, 
•daß  sich  die  Atomkerne  aus  positiven  ^-Teilchen  und  negativen  ^-Teilchen 
aufbauen  müssen.  Indessen  zeigt  schon  die  Betrachtung  der  Atom- 
gewichte, daß  diese  beiden  Arten  von  Partikeln  unmöglich  die  einzigen 
Bestandteile  der  Grundstoff  kerne  darstellen  können.  Denn  da  die 
^-Teilchen  zum  Atomgewicht  nichts  beitragen,  so  müßten  ja  sonst 
alle  Atomgewichte  Vielfache  von  vier  sein,  was  aber  keineswegs  der 
Fall  ist. 

Bei  der  radioaktiven  Strahlung  ist  nun  der  Nachweis  solcher  posi- 
tiver Strahlen,  die,  wie  zu  erwarten  wäre,  aus  positiven  Elektronen,  also 
aus  Wasserstoffkernen,  zusammengesetzt  wären,  bisher  nicht  gelungen. 
Hingegen  gelang  dieser  wichtige  Nachweis  im  Jahre  1919  Rütherfoed 
durch  ein  Experiment,  dem  auch  schon  aus  einem  anderen  Grunde  die 
allergrößte  Bedeutung  zukommt;  denn  hierbei  gelang  zum  ersten  Male 
auf  künstlichem  Wege  die  Zerlegung  eines  einfacheren  Grund- 
stoffkernes, während  bis  dahin  eine  Kernzerlegung  nur  als  spontan 
verlaufender  und  in  keiner  Weise  beeinflußbarer  Vorgang  bei  den  kom- 
plizierten Kernen  der  sogenannten  Radioelemente  beobachtet 
worden  war. 

Die  Grundlage  der  Rutherford  sehen  Entdeckung  bildeten  Beob- 
achtungen über  den  Durchgang  von  Alphastrahlen  durch  Gase. 
Wenn  ein  ^-Teilchen  mit  einem  Atomkerne  des  durchquerten  Gases 
zusammenstößt,  so  erfährt  nicht  allein  das  «Teilchen  eine  Ablenkung; 
nach  dem  dritten  NEWTONschen  Bewegungsgesetz  muß  auch  der  Atom- 
kern einen  Rückstoß  erfahren,  und  er  wird  dadurch  natürlich  um  so 


Das  Symbol  Ms  Th  bedeutet  Mesothorium,  das  Symbol  Ed  Th  bedeutet  Radio- 
thorium. Th  D  wird  auch  als  Thoriumblei  bezeichnet.  Es  gehört  ebenso  wie  das 
Thorium  der  vierten  Gruppe  des  periodischen  Systems  an.  In  der  Tat  geht  es  ja 
aus  dem  Thorium  durch  sechs  «-  und  vier  ^-Umwandlungen  hervor.  (6x2i— 4  ist 
aber  acht,  so  daß  in  Übereinstimmung  mit  dein  Verschiebungsgesetz  im  periodischen 
System  Thoriumblei  gerade  über  Thorium  stehen  muß.  Der  Unterschied  im  Atom- 
gewicht beträgt,  wie  es  das  Verschiebungsgesetz  verlangt,  24;  Thorium  bat  das 
Atomgewicht  232,  Tlioriumblei  aber  208.  Bei  dem  Th  C  verzweigt  sich  die  Um- 
wandlungsreihe, indem  et-va  35°/o  der  Atome  die  «-Umwandlung  erfahren,  während 
die  übrigen  65  %  die  (^-Umwandlung  durchmachen. 
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weiter  geschleudert,  je  leichter  er  ist.  Als  daher  Marsden  «  Strahlen 
durch  Wasserstoff  hindurchsaudte,  konnte  er  Szintillatio  nen  (s.  §76) 
noch  auf  einem  Zinksulfidschirme  nachwei-en,  der  um  mehr  als  80  cm 
von  der  Quelle  der  «-Strahlen  entfernt  war,  obwohl  die  Reichweite  der 
Gf-Sirahlen  selbst  nur  24  cm  betrug.  Rütherford  hat  später  auf  experi- 
mentellem Wege  gezeigt,  daß  die  Teilchen  dieser  so  weit  reichenden 
Strahlen  in  der  Tat  dieselbe  spezifische  Ladung  haben  wie  die  positiven 
Elektronen,  also  wie  die  Wasserstoff  kerne  Nach  dem  chemischen  Symbol 
des  Wasserstoffes  werden  diese  weitreichenden  Strahlen  als  H-Strahlen 
bezeichnet. 

Bald  nach  der 'Entdeckung  der  H-Strahlen  machte  nun  Marsden 
in  Gemeinschaft  mit  Lantsberry  die  überraschende  Wahrnehmung, 
daß  ein  mit  Radium-C  überzogenes  Nickelblech  durch  gewöhnliche  Luft 
hindurch  Szintillationen  in  einer  Entfernung  erregen  konnte,  d  e  weit 
größer  war  als  die  Reichweite  der  von  dem  Radium-C  emittierten 
«-Strahlen.  Als  Rutherford  diese  zunächst  rätselhafte  rCrscheinung 
weiter  verf  lute,  machte  er  nun  die  wichtige  Entdeckung,  daß  die  Zahl 
der  Szintillationen  von  der  Substanz  abhing,  d  e  den  Raum  zwischen 
dem  a  Strahler  und  dem  Leuchtschirm  ausiüllte.  Die  SzintilLitionen 
bliebeu  aus,  wenn  der  Zwischenraum  leer  oder  anstatt  mit  Luft  mit 
Kohlensäure  oder  mit  Sauerstoff  erfüllt  war.  Hingegen  stieg  die  Zahl 
der  Szintillationen,  als  Rutherford  die  Luft  durch  reinen  Stickstoff 
ersetzte. 

Diese  Tatsache  führte  Rutherford  im  Jahre  1919  zu  dem  Schluß, 
daß  die  Teilchen  der  weitreichenden  Strahlen  nur  von  einer  Zertrüm- 
merung der  Stickstoff  kerne  herrühren  können.  Vermittelst  der 
«-Strahlen  gelingt  eben  diese  Zertrümmerung  auf  künstlichem  Wege, 
während  bei  den  radioaktiven  Erscheinungen  der  Zerfall  der  Atome 
spontan  erfolgt. 

Die  nähere  Untersuchung  der  weitreichenden,  durch  die  Zertrüm- 
merung der  Stickstoffkerne  entstehenden  Strahlen  führte  Rutherford 
im  Jahre  1920  zu  der  wichtigen  Kntdeckung,  daß  diese  Strahlen  von 
zweierlei  Art  sind.  Einerseits  entstehen  Strahlen,  die  aus  Wasser- 
stoffkernen zusammengesetzt  sind;  andererseits  aber  Strahlen,  deren 
Teilchen  eine  Ladung  von  zwei  Elementarquanten  und  eine  Masse  von 
drei  Wasserstoff-Atommassen  haben,  die  also  die  Kerne  eines  mit  dem 
Helium  isotopen  noch  unbekannten  Grundstoffes  darstellen 
würden;  dieser  wird  einstweilen  als  X3  bezeichnet.1  Danach  muß  also  an- 
genommen werden,  daß  der  Stickstoff  kern  aus  Wasserstoff  kernen  und  aus 
X3- Kernen  aufgebaut  ist,  vielleicht,  wie  aus  dem  Atomgewicht  14  ge- 


1  Stefan  Meyer  stellte  die  Hypothese  auf,  daß  die  Umwandlung,  die  von  dem 
•  Uran  II  zu  dem  Uran-Y  führt  (s.  Tab.  Uli  gar  nicht,  wie  stets  angenommen  worden 
war,  eine  Alpha-  sond.  rn  eine  X3-Umwandlung  »ei,  durch  die  wohl  auch  die  Ord- 
nungszahl um  zwei  vermindert;  das  Atomgewicht  aber  nur  um  drei  erniedrigt  würde. 
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schlössen  werden  kann,  aus  vier  X.r  und  aus  zwei  Wasserstoff  kernen.2 
Da  auch  aus  Sauerstoff  X3-Strahlen  frei  werden,  so  ist  offenbar  die 
frühere  Ansicht  nicht  länger  aufrecht  zu  erhalten,  daß  der  Sauerstoff- 
kern, wie  sein  Atomgewicht  16  und  seine  Kernladungszahl  8  vermuten 
ließen,  einfach  aus  vier  a- Teilchen  zusammengesetzt  sei. 

Aus  den  Versuchen  von  Ruthekford  geht  ebenso  wie  aus  den 
Erscheinungen  der  Radioaktivität  hervor,  daß  sich  die  Grundstoffkerne 
aus  den  Kernen  der  einfachsten  Elemente  (H,  X3,  He)  als  den 
eigentlichen  Bausteinen  zusammensetzen,  zwischen  denen  einzelne 
negative  Elektronen  die  Bindungen  bewirken  können.3  Letzten  Endes 
erscheint  der  Aufbau  der  Materie  begründet  durch  die  Existenz  von 
vier  Elementarquanten:  denen  der  Elektrizität,  der  Wirkung  und 
den  beiden  der  Masse  (positive  und  negative  Elektronen).  Aus  dem 
Prinzip  der  Quantelung  des  Drehimpulses  folgt,  wie  gezeigt  wurde*, 
daß  für  die  Bahnen  positiver  Elektronen  die  Lineardimensionen  von 
etwa  10~12  cm,  für  die  Bahnen  negativer  Elektronen  aber  die  Linear- 
dimension von  etwa  10~9  cm  charakteristisch  sind.  Dadurch  ergibt  sich 
die  Möglichkeit  der  Bildung  von  Elektronen aggregaten  von  der  Linear- 
dimension von  etwa  10_12cm,  bei  denen  die  negativen  Elektronen  ruhen, 
die  positiven  aber  kreisen.  Diese  Aggregate  würden  die  Kerne  der 
einfachsten  Grundstoffe,  die  Urkerne,  darstellen.  Durch  Bindungen 
zwischen  solchen  Aggregaten  (ähnlich  den  molekularen  Bindungen)5 
setzen  sich  offenbar  die  komplizierteren  Grundstoffkerne  zusammen. 
Die  Mannigfaltigkeit  der  Kernladungszahl  führt  zu  der  Mannigfaltigkeit 
der  Grundstoffe,  während  die  Möglichkeit  verschiedener  Elektronenzahl 
bei  gleicher  Kernladung  die  Erscheinung  der  Isotopie  bedingt. 

Wenn  nun  die  so  gebildeten  Aggregate  von  den  Lineardimensionen 
von  etwa  10~~12cm  eine  von  Null  verschiedene  Gesamtladung  aufweisen, 
so  werden  sie  infolge  der  von  ihnen  ausgehenden  elektrostatischen  An- 
ziehung sich  zu  neutralisieren  trachten;  und  wenn  die  Gesamtladung 
positiv  ist,  dann  müßte  die  vollständige  oder  partielle  Neutralisierung 
erfolgen  durch  Angliederung  von  negativen  Elektronen,  die  sich,  in 
Distanzen  von  etwa  10~9cm  kreisend,  anfügen  würden.  In  diesem  Falle 
erweitert  sich  der  Grundstoff  kern  durch  Schalenbildung  zum  Atom. 


Danach  .wären  die  Atomgewichte  der  Actiniumreihe  von  Uran-Y  bis  Ac-D  um  je 
eins  zu  erniedrigen,  und  in  der  Tat  ist  ja  auch  für  das  Actinium  ein  Atomgewicht 
von  227  festgestellt  worden.  Nach  der  Hypothese  von  Stefan  Meyer  (Zeitachr.  f. 
physikal.  Chemie  1920,  S.  433)  gäbe  es  dann  auch  nicht  mehr  Isotope  mit  gleichem 
Atomgewicht. 

2  Und  überdies  aus  einzelnen  negativen  Elektronen,  da  ja  die  Kernladungs- 
zahl 7  beträgt. 

3  Dies  muß  daraus  geschlossen  werden,  daß  durch  ^-Strahlung  der  chemische 
Charakter  eines  Kadioelementes  verändert  wird  (s.  §  96). 

4  §§  79,  83,  90. 

3  Unter  Teilnahme  einzelner  negativer  Elektronen. 
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Weil  aber  nun  die  Schalen  nur  bei  ganz  bestimmten  Besetzungszahlen 
stabil  sein  können,  so  wird  im  allgemeinen  die  Zahl  der  den  Kern 
umkreisenden  negativen  Elektronen  der  Kernladungszahl  nicht  gleich, 
die  Neutralisierung  also  nur  unvollständig  sein.  Die  so  entstandenen 
Atome  werden  wiederum  eine  Gesamtladung  aufweisen,  die  eben  dann 
durch  Molekel bildung  neutralisiert  wird. 

In  dem  Aufbau  der  Materie  sind  somit  vier  Stufen  zu  unter- 
scheiden: die  Bildung  der  Urkerne,  die  Vereinigung  der  Urkerne  zu  den 
Grundstoffkernen,  deren  Ergänzung  zu  Atomen  durch  Schalenbildung, 
und  schließlich  die  Zusammenfügung  der  Atome  zu  den  Molekeln. 


i 


XIII.  Kapitel. 

Statistik. 

§  98.    Die  statistische  Wahrscheinlichkeit. 

Indem  die  theoretische  Physik  das  Objekt  des  physikalischen  Ge- 
schehens, die  sogenannte  Materie,  in  eine  Gesamtheit  von  In- 
dividuen auflöst,  gewinnt  sie  die  Möglichkeit,  alle  physikalischen  Er- 
scheinungen und  Zustände  mittels  der  Methode  zu  untersuchen,  die  weit 
über  das  Gebiet  der  Physik  als  statistische  Methode  bekannt  ist. 
Unter  den  mannigfachen  Arten  von  Problemen,  die  die  allgemeine 
Statistik  kennt,  sind  für  die  Physik  von  besonderer  Wichtigkeit  Pro- 
bleme der  folgenden  Art.  Es  sei  eine  Gesamtheit  von  Individuen  ge- 
geben, und  es  werde  eine  bestimmte  Eigenschaft  der  Individuen1  be- 
trachtet; diese  sei  exakt  beschreibbar  durch  Angabe  von  einer  bestimmten 
oder  von  mehreren  bestimmten  Größen,  die  irgendwie  nach  Inter- 
vallen abgestuft  werden  mögen.  Dadurch  ergibt  sich  eine  einfache 
oder  mehrfache  Vielheit  unterscheidbarer  Zustände.  Es  fragt  sich  dann, 
wie  unter  irgendwie  gegebenen  Bedingungen  die  Individuen  über  die 
verschiedenen  Zustände  verteilt  sind. 

So  stellen  z.  B.  die  in  einer  Großstadt  in  einem  Jahre  neu  ge- 
borenen Kinder  eine  Gesamtheit  von  Individuen  dar.  Eine  ihrer  vielen 
Eigenschaften,  die  betrachtet  werden  kann,  ist  ihr  Körpergewicht  zur 
Zeit  ihrer  Geburt.  Diese  Eigenschaft  ist  durch  je  eine  einzige  Größe 
beschreibbar,  nämlich  durch  das  Gewicht,  das  verschiedentlich  abgestuft 
werden  kann,  nach  zehntel  Kilogrammen  oder  nach  Dekagrammen  und 
so  fort.  Ein  bestimmter  Zustand  ist  dann  beispielsweise  dargestellt 
durch  ein  Körpergewicht  zwischen  3,2  und  3,3  kg.  Eine  andere  Eigen- 
schaft der  Kinder,  zu  deren  Beschreibung  aber  je  zwei  Größen  not- 
wendig sind,  ist  das  Alter  ihrer  Eltern  zur  Zeit  ihrer  Geburt.  In  diesem 
Falle  handelt  es  sich  um  eine  zweitache  Vielheit  von  Zuständen,  indem 
sowohl  das  Alter  des  Vaters  als  auch  das  der  Mutter,  z.  B.  nach  Jahren 
oder  Monaten,  abzustufen  ist.  Ein  bestimmter  Zustand  ist  dann  etwa 
derjenige,  bei  dem  das  Alter  des  Vaters  in  dem  Intervall  zwischen  33 
und  34  Jahren  und  das  der  Mutter  in  dem  Intervall  zwischen  21  und 
22  Jahren  liegt.    Ein  anderes  Beispiel  einer  Verteilung  von  Individuen 


1  D.  h.  eine  unter  vielen;  bei  Menschen  z.  B.  die  Körperlänge  oder  das  Alter 
oder  das  Vermögen  usw. 
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über  Zustände  stellt  die  Verteilung  der  Bevölkerung  eines  Landes  auf 
die  verschiedenen  Stufen  des  jährlichen  Einkommens  dar.  Die  Verteilung 
ist  in  diesem  Kalle  an  die  Bedingung  geknüpft,  daß,  wenn  wir  die  Zahl 
der  Angehörigen  einer  jeden  Einkommenstufe  mit  der  Höhe  des  Ein- 
kommens dieser  Stufe  multiplizieren  und  sodann  über  alle  Einkommen- 
stufen summieren,  wir  das  gesamte  jährliche  Volkseinkommen  erhalten 
müssen.2 

Von  ebenso  allgemeiner  Natur  wie  das  Problem  der  individuellen 
Verteilung  sind  auch  einige  Begriffe,  zu  denen  die  Behandlung  dieses 
Problems  führt.  Wir  betrachten  eine  Gesamtheit  von  N  Individuen. 
Die  verschiedenen  Zustaudsstufen  mögen  durch  Indizes  unterschieden 
werden.  A\  sei  die  Zahl  der  Individuen,  die  sich  bti  einer  bestimmten 
Zustandsverteilung  in  dem  durch  den  Index  i  charakterisierten  Zustande 
befinden.  Eine  bestimmte  Zustandsverteilung  ist  dann  beschrieben 
durch  die  Zahlen  jV, ,  JV2  ...  N.  ...  usw.,  wobei  aber  die  Bedingung  er- 
füllt sein  muß,  daß  die  Summe  aller  J\7.  über  alle  Zustände  die  Gesamt- 
zahl aller  Individuen  ergibt.    Es  muß  demnach  sein 

(i) 

Berücksichtigen  wir  überflüssigerweise  auch  noch  Zustände,  auf  die  kein 
Individuum  entfällt3,  so  ändert  sich  dadurch  natürlich  nichts  an  der 
Betrachtung,  weil  für  solche  Zustände  eben  die  zugehörige  Zahl  ver- 
schwindet. 

Eine  Zustandsverteilung  ist  also  vollkommen  bestimmt,  wrenn  es 
bekannt  ist,  wieviel  Individuen  sich  in  den  einzelnen  Zuständen  be- 
finden. Welche  Individuen  es  sind,  ist  dabei  gleichgültig.  Vertauschen 
also  zwei  Individuen  verschiedenen  Zustandes  ihre  Zustände,  so  entsteht 
dadurch  keine  neue  Zustandsverteilung,  weil  sich  dabei  die  Zahlen  A^, 
iV2  ...  jV.  ...  usw.  nicht  ändern.  Wohl  aber  entsteht  eine  neue  „Kom- 
plexion". Auf  eine  bestimmte  Zustandsverteilung  entfallen  daher  im 
allgemeinen  viele  Komplexionen.  Deren  Zahl  nennt  man  nuu  die 
statistische  Wahrscheinlichkeit  der  betreffenden  Zustandsver- 
teilung. 

Die  statistische  Wahrscheinlichkeit,  die  stets  eine  ganze  positive 
Zahl  sein  muß,  ist  offenbar  gegeben  durch  die  Zahl  der  Permutationen, 
die  mit  N  Individuen  vorgenommen  werden  können,  wobei  aber  Permu- 
tationen dann  nicht  zu  berücksichtigen  sind,  wenn  zwei  Individuen  ver- 
tauscht werden,  die  sich  in  demselben  Zustande  befinden.  Die  Gesamt- 
zahl aller  möglichen  Permutationen  von  x  Elementen  ist  nun  x\  (in  Worten 
„^-Fakultät"),  wobei  nach  der  Definition  dieses  Symbols 


2  Natürlich  nicht  mit  absoluter  Genauigkeit,  weil  die  Intervalle  endlich  groß 

gewählt  werden. 

3  Dies  wäre  etwa  der  Fall,  wenn  bei  dem  Körpergewicht  der  Neugeborenen 
auch  Gewichte  unter  1  kg  oder  über  8  kg  berücksichtigt  würden. 
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(2)  x\=  1.2.3.  ...  {x-2).(x-  \).x 

ist.  Die  Gesamtzahl  aller  Permutationen  von  iV"  Individuen  ist  also  N\. 
Die  Zahl  der  Permutationen,  die  dadurch  möglich  sind,  daß  die  im 
ersten  Zustand  befindlichen  Individuen  untereinander  vertauscht  werden, 
ist  iVj!  usw.  Man  erhält  somit  die  statistische  Wahrscheinlichkeit  einer 
gegebenen  Zustandsverteilung,  wenn  man  N\  zunächst  dividiert  durch  Nx !, 
weil  ja^alle  die  Kombina  iouen,  die  durch  Vertauschung  von  Individuen 
innerhalb  der  ersten  Untergruppe  entstehen,  insgesamt  doch  nur  eine 
einzige  Komplexion  darstellen  (und  nicht  etwa  deren-  iV^ !).  Dann  hat 
man  weiter  zu  dividieren  durch  iV2!  und  so  fort.  Nennen  wir  die 
statistische  Wahrscheinlichkeit  ff,  so  ist  also4 


(3) 


IV  = 


h\\  iY2!  ...  Nil  ... 


Wir  wollen  noch  neue  Größen  einführen,  die  durch  die  Gleichung 
definiert  seien 

m 


(4) 


A' 


Die  Größe  w.  gibt  also  den  Bruchteil  der  Individuen  an,  die  sich  in 
dem  durch  den  Index  i  charakterisierten  Zu- 
stand befinden.    Nach  Gl.  1  muß 

(5)  2^=1 

sein. 

Der  Ausdruck  für  die  statistische  Wahr- 
scheinlichkeit läßt  nun  eine  wesentliche  Ver- 
einfachung auf  Grund  einer  leicht  ableitbaren 
mathematischen  Näherungsformel  zu.  Diese 
Formel  betrifft  den  Logarithmus  von  n\ .  Wir 
denken  uns  unter  Benutzung  eines  ^-^-Koordi- 
naten Systems  die  Kurve  konstruiert 

y  =  lnce 

und  nun  in  allen  Punkten,  deren  ^-Koordinate  ganzzahlig,  aber  nicht 
größer  als  eine  ganze  Zahl  n  sei,  die  zugehörige  Ordinate  errichtet. 
Wir  erhalten  dann  (Fig.  64)  eine  Figur  ABC,  wobei  der  Punkt  A  die 


Fig.  64. 


4  In  der  Gesamtheit  von  vier  Individuen  ab  c  c  bilden  z.  B.  die  beiden  c  eine 
Untergruppe  von  zwei  Individuen,  weil  eine  Vertauschung  der  beiden  keine  neue 
Komplexion  bewirkt.    Die  möglichen  Komplexionen  sind 


a  b  cc 

a  cb  c 

ac  cb 

b  ac  c 

b  c  a  c 

bc  ca 

cab  c 

c  ac  b 

cb  ac 

cb  ca 

cc  a  b 

ccb  a 

In  der  Tat  ist  die  Zahl  dieser  Komplexionen  gleich  4!/2!  oder  12. 
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Koordinaten  x  =  lf  y  —  0  hat,  der  Punkt  B  die  Koordinaten  x  =  n; 
y  =  0  und  der  Punkt  C  die  Koordinaten  x  =  n,  y  =  Inn.  Der  Flächen- 
inhalt dieser  Figur  ist 

n 

F  =  J'lna;  dx . 
l 

Die  Integration  führt  man  (in  bekannter  Weise)  durch,  indem  man  die 
Identität  benutzt5 

(6)  .  •  In  x  d  x  =  d  (x .  In  x)  —  d  x . 
Es  wird  daher 

(7)  F=n\nn-n+l. 

Andererseits  erscheint  der  Flächeninhalt  der  Figur  ABC  durch  die 
Ordinaten,  die  in  den  n  Punkten  mit  ganzzahliger  Abszisse  errichtet 
wurden,  in  lauter  Streifen  zerlegt.  Diese  kann  man  aber,  wenn  man 
von  den  kleineren  Werten  von  x  absieht,  weil  die  Logarithmuskurve  dann 
nahezu  parallel  der  x- Achse  verläuft,  als  kleine  Rechtecke  ansehen. 
Die  Breite  dieser  Rechtecke  ist  stets  eins,  ihre  Höhe  ist  ln.r  (x  =  2 
bis  //).   Die  Summe  der  Flächeninhalte  ergibt  also  unter  dieser  Annahme 

(8)  In  2  +  In  3  +  . . .  +  In  (u  -  1)  +  In  n  =  In  [1 .2.3  . . .  [n  -  1)  n]  =  ln(/<!)  i 

Wenn  nun  n  groß  ist,  so  verschwindet  der  Fehler,  der  dadurch  begangen 
wird,  daß  auch  für  kleine  Werte  von  x  die  Streifen  als  Rechtecke  an- 
gesehen werden.  Für  große  Werte  von  n  können  daher  die  Aus- 
drücke (7)  und  (8)  einander  gleich  gesetzt  werden.  Da  für  große  Weite 
von  n  die  Zahl  eins  neben  n  vernachlässigt  werden  kann,  so  gilt  somit 
für  große  Werte  von  n  die  wichtige  Näherungsformel 6 

(9)  In  (n !)  =  n  In  n  —  n . 

Diese  Näherungsformel  können  wir  auch  auf  die  Gl.  3  anwenden, 
wenn  wir  annehmen,  daß  der  wesentliche  Teil  der  Individuen  sich  in 
Zuständen  befindet,  auf  deren  jeden  eine  größere  Zahl  von  Individuen 
entfällt.  Denn  selbst,  wenn  sich  in  einem  Zustande,  dessen  Index  k 
sei,  nur  wenige  Individuen  befinden,  hingegen  in  einem  Zustande,  dessen 


5  Es  ist  ja 

d  x  —  x  -  -  d  x  =  x  d  (In  x) . 
x 

6  Diese  Formel  stellt  einen  Spezialfall  einer  genaueren  Näherungsformel  dar, 
die  als  die  Formel  von  Stirling  bekannt  ist  (vgl  die  Lehrbücher  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung).   Nach  der  Stirling  sehen  Formel  ist 

(9b)  ln(w!)  =  «lnw  —  n  +  |ln(2»7i). 

Diese  Formel  ist  für  größere  Werte  von  n  ungemein  genau;  schon  für  n  =  10  be- 
trägt der  Fehler  weniger  als  1  °/0.  Die  Gl.  9  ist  natürlich  weniger  genau  als  die 
Stirling  sehe  Formel,  weil  deren  letztes  Glied  fehlt.  Dieses  wird  indessen  für 
große  Werte  von  n,  wie  man  leicht  erkennt,  ganz  unwesentlich. 
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Index  h  sei,  viele,  so  kann  eben  In  [Nk\) , einfach  vernachlässigt  werden 
neben  ln(i\y),  weil  eben  x\  mit  wachsendem  x  noch  rascher  als  ex  zu- 
nimmt7 Wenden  wir  also  die  NäheruDgsformel  auf  Gl.  3  an,  so 
finden  wir 

In  W  =  N  In  N  -N-  ^iVln  JV.  +  JJVJ 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  1  und  unter  Benutzung  von  Gl.  4 

In  W  =  N\n  iV  -  2  ^M'i  (ln  ^  +  ln 

=  iVlniV-  NlnN^w.-  N^wAnw.. 

Mit  Rücksicht  auf  Gl.  5  ergibt  sich  so  schließlich  die  einfache  Be- 
ziehung 

(10)  in  F  =  -  iV^i^lnw.. 

Durch  diese  Formel  ist  die  statistische  Wahrscheinlichkeit  bei  gegebener 
Zustandsverteilung  bestimmt. 

Je  größer  nun  die  statistische  Wahrscheinlichkeit  irgendeiner  Ver- 
teilung ist,  desto  größer  ist  auch  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  in 
diese  Verteilung  eine  gegebene  Verteilung  übergehe.  Sind  daher  A,  B,  C 
drei  Verteilungen  mit  den  statistischen  Wahrscheinlichkeiten  Wx,  7F2, 
Wz,  wobei  W2  <  Wx  <  Wz  sei,  so  muß  daher  der  Ubergang  von  A  nach 
C  wahrscheinlicher  sein  als  der  von  A  nach  ß.  Da  diese  Verteilungen 
aber  ganz  beliebige  sind,  so  spricht  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß 
ein  System  bei  Verteilungsänderungen  seine  statistische  Wahrschein- 
lichkeit erhöht. 

Andererseits  ist  es  aber  nun  klar,  daß  es  für  die  statistische  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Systems  eine  obere  Grenze  geben  muß,  weil  ja 
die  statistische  Wahrscheinlichkeit  nach  ihrer  Definition  unmöglich 
größer  sein  kann  als  die  Gesamtzahl  aller  Komplexionen.  Diese 
ist  aber,  wenn  bei  N  Individuen  z  Zustände  unterschieden  werden,  durch 
die  iV-te  Potenz  von  z  gegeben.8  Kleiner  ist  natürlich  die  Zahl  der 
möglichen  Komplexionen,  wenn  die  Verteilung  an  Bedingungen  ge- 
knüpft ist,  die  eben  nur  von  einem  Teile  der  Komplexionen  erfüllt 
werden  können.   Auf  alle  Fälie  gibt  es  aber  eine  obere  Grenze.  Durch 


7  Es  ist  ja 

x\  _  \      2      3  x  -  1  x 

ex       e     e      e  n  e 

Von  dem  dritten  Gliede  an  sind  aber  bereits  alle  Faktoren  größer  als  Eins  und 
wachsen  ständig. 

8  Hätten  wir  nämlich  nur  etwa  zwei  Individuen,  so  bestehen  für  das  erste 
%  Zustandsmöglichkeiten.  Jeder  einzelnen  Zustandsmöglichkeit  entsprechen  aber 
wiederum  weitere  %  Komplexionen,  weil  ja  auch  dann,  wenn  der  Zustand  des  ersten 
Individuums  festgelegt  wurde,  noch  immer  %  Zustandsmöglichkeiten  für  das  zweite 
Individuum  bestehen.  Die  Gesamtzahl  aller  Komplexionen  ist  also  bei  zwei  In- 
dividuen gegeben  durch  &2,  allgemein  also  bei  N  Individuen  durch  %N . 
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sie  ist  die  wahrscheinlichste  Verteilung  bestimmt,  der  das  System 
scheinbar  zustrebt  und  die  wegen  ihrer  besonders  groben  Kom- 
plexionszahl am  häufigsten  eintritt.9 

§  99.    Der  Verteilungsmodul. 

Die  wichtigste  Bedingung  an  die  eine  Verteilung  von  Individuen 
über  verschiedene  Zustände  geknüpft  sein  kann,  ist  die  folgende.  Das 
Syrern  be>itze  von  einer  Grobe  eine  gewisse  Quantität  B,  die  gleich 
sei  der  Summe  der  Teilbeträge,  die  hiervon  auf  die  einzelnen  In- 
dividuen entfallen.  Der  Teilbetrag  des  einzelnen  Individuums  hänge 
einerseits  davon  ab,  in  welchem  Zustande  sich  das  Individuum  befinde, 
ferner  aber  auch  von  Größen,  die  in  einem  Augenblick  für  alle  Indi- 
viduen des  Systems  dieselben  seien  und  die  als  die  Parameter  des 
Systems  bezeichnet  werden  mögen.  Nennen  wir  diese,  deren  Zahl  r 
sei,  ?/g  ...  ur  und  bezeichnen  wir  mit  ß.  den  Teilbetrag,  der  einem 
Individuum  in  dem  durch  den  Index  i  charakterisierten,  ganz  bestimmten 
Zustande  zukommt,  dann  ist  also  ß.  nur  eine  Funktion  der  Parameter; 
es  ist 

(1)  ßi  =  fMi>   "2  Ur)' 

Nennen  wir  andererseits  die  Zahl  der  Individuen,  die  sich  in  dem  durch 
den  Index  i  charakterisierten  Zustand  befinden,  N.,  so  muß 

(2) 
sein. 

Ein  sehr  wichtiger  Sonderfall  liegt  nun  bei  einer  Verteilung  vor, 
deren  statistische  Wahrscheinlichkeit  ein  Extremum  darstellt  für 
solche  Variationen  der  Verteilung,  bei  denen  der  Gesamtbetrag 
der  Quantität  und  die  Zahl  der  Individuen  ungeändert  bleiben.  Eine 
Verteilung,  die  jener  Bedingung  und  diesen  Nebenbedingungen  genügt, 
bezeichnet  man  als  eine  kanonische  Verteilung.  Ihre  Bedingung 
ist  also,  da  statt  mit  der  Wahrscheinlichkeit  bequemer  auch  mit  deren 


9  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  wird  ja  in  der  Tat  durch  ganz  alltägliche  Er- 
fahrungen bestätigt.  Schichtet  man  in  einem  Glase  blaues  und  gelbes  Pulver  über- 
einander, so  wird  nach  einigem  Schütteln  der  Inhalt  des  Glases  gleichmäßig  grün 
erscheinen.  Schüttelt  man  aber  dann  noch  so  viel,  so  wird  man  es  doch  nicht  er- 
reichen, daß  wiederum  die  untere  Hälfte  des  Inhalts  blau  und  die  obere  gelb  er- 
scheint. Ordnung  geht  wohl  von  selbst  in  Unordnung  über,  dagegen  wird  der 
umgekehrte  Vorgang,  der  zufällige  Eintritt  einer  Ordnung,  nur  bei  einer  sehr  ge- 
ringen Individuenzahl  beobachtbar  sein.  Daß  vier  Menschen,  die  in  einer  Stadt 
nacheinander  gestorben  sind,  zufällig  in  alphabetischer  Reihenfolge  aus  dem  Leben 
geschieden  sind,  kann  durchschnittlich  einmal  unter  24  mal  vorkommen  (24  =  4!). 
Bei  einer  Serie  von  zehn  Todesfällen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  einer  zufälligen 
alphabetischen  Ordnung  kleiner  als  ein  Millionstel,  bei  einer  Serie  von  zwanzig 
Fällen  kleiner  als  ein  Trillionstel,  bei  einer  Serie  von  dreißig  Fällen  kleiner  als 
ein  Quintillionstel. 


§  99.    Der  Verteilungsmodul. 


Logarithmus  gerechnet  werden  kann,  durch  die  Gleichung  ausdrückbar 

(3)  =  0; 
ihre  Nebenbedingungen  sind 

(4)  8N=Q,     ÖB  =  0. 

<~  Die  Konstanz  der  Individuenzahl  findet  zunächst  (mit  Rücksicht  auf 
Gl.  4  und  5  des  §  98)  ihren  Ausdruck  in  der  Formel 

(5)  Sdwi  =  0. 

Da  sich  die  Yariation  nur  auf  die  Größen  w.  bezieht,  so  wird 

(6)  SB-^ötf,. 

Die  Nebenbedingung  des  Verschwindens  der  Variation  von  B  findet  also 
wegen  der  Konstanz  von  N  ihren  Ausdruck  in  der  Formel 

(7)  2ft^»';  =  0- 

Für  die  Variation  des  Wahrscheinlichkeitslogarithmus  ergibt  sich  (aus 
Gl.  10  des  §  98)  wegen  der  Konstanz  von  N 

(8)  £(ln  W)  =  -  R ^ In iv.  dWi-X^ZS wi: 

Da  die  letzte  Summe  aber  (nach  Gl.  5)  verschwindet,  so  ist  die  Haupt- 
bedingung  der  kanonischen  Verteilung  durch  die  Gleichung  ausgedrückt 

(9)  2ln,r*  S  a\  =  °- 

Diese  die  Hauptbedingung  ausdrückende  Gleichung  läßt  sich  nun 
mit  den  die  Nebenbedingungen  ausdrückenden  Gl.  7  und  5  nach  den 
Regeln  der  Variationsrechnung  zu  einer  einzigen  Gleichung  vereinigen, 
indem  man  die  Gl.  7  und  5  noch  mit  je  einem  zunächst  unbestimmt 
gelassenen  Faktor  multij  liniert  und  zu  der  GL  9  hinzuaddiert.  (Das 
Verfahren  ist  dasselbe  wie  bei  der  Lagbange  sehen  Meihode  der  un- 
bestimmten Multiplikatoren.1)  Nenuen  wir  die  beiden  noch  unbestimmt 
gelassenen  Faktoren  \  und  A2,  so  finden  wir  daher 

Wegen  der  Willkür  der  Variationen  kann  diese  Gleichung  nur  dann  er- 
füllt sein,  wenn  ihr  Klammerausdruck  verschwindet. 2  Es  muß  also  die 
Gleichung  bestehen 

oder 

(10)  wt  = 

Wir  wollen  nun  zwei  neue  Größen  \p  und  0  einführen  die  durch 
die  Beziehungen  definiert  seien 


1  s  §  18- 

2  Vgl.  die  analogen  Überlegungen  in  §  18. 
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ff1)  K  =  ßy    K  =  —  ~ß  * 

Dann  wird 

(12)  ir.  =  ö  0  . 

Die  beiden  Größen  ip  und  0  sind  hierbei  dadurch  bestimmt,  daß 

(13)  x'Smßiß? 

sein  muß  und 

(14)  5>«-i- 

Aus  Gl.  14  und  12  ergibt  sich  zunächst  die  Beziehung 

_  Vi  ßi_   

(15)  e 
Aus  Gl.  13  und  12  folgt 

_ßi_ 

e  ~e 

oder  (nach  Gl.  15) 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Größe  0  bestimmt,  die  man  als  den 
Verteilungsmodul  bezeichnet.  Ist  er  einmal  gegeben,  so  läßt  sich 
andererseits  ip  mittels  der  Gl.  15  berechnen.  Setzen  wir  zur  Verein- 
fachung späterer  Rechnungen 

(17)  :     »    ,        '        =  *P, 
so  wird  nach  Gl.  15 

(18)  W  =  -  NOln^e    &  . 

Für  den  Wahrscheinlichkeitslogarithmus  finden  wir  nach  Gl.  12  so- 
wie nach  Gl.  10  des  §  98  bei  kanonischer  Verteilung  den  Wert 

yj~ßi 

In  W  =  - 

oder 

inr  =  -^2^.  +  ^2Ä^  ■ 

Die  erste  Summe  wird  nach  Gl.  12  und  14  gleich  eins,  die  zweite  Summe 
wird  nach  Gl.  12  und  13  gleich  BjN,  Es  wird  daher  nach  Gl.  17  bei 
kanonischer  Verteilung  einfach 

(19)  In  *~5*£2L. 


» 
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Da  ß.  nur  von  den  Parametern  abhängt3,  so  kann  nach  Gl.  18  W  und 
somit  auch  ip  nur  eine  Funktion  der  Parameter  und  des  Ver- 
teilungsmoduls sein.  Dasselbe  gilt  dann  nach  Gl.  16  auch  von  der 
Größe  BjN  (dem  Mittelwert  des  Teilbetrages)  und  nach  Gl.  19  von  dem 
Wahrscheinlichkeitslogarithmus. 

Nach  ihrer  DeHnition  ist  nun  die  kanonische  Verteilung  dadurch 
charakterisiert,  daß  bei  kleinen  Variationen  der  Verteilung  der  Wahr- 
scbeiulichkeitslogaritlimus  umgeändert  bleibt.  Es  müssen  somit  offenbar 
besonders  viele  Komplexionen  einen  Wert  des  Wahrscheinlichkeits- 
logarithmus haben,  der  der  kanonischen  Verteilung  entspricht.  Da 
andererseits  aber  die  Zahl  der  Komplexionen,  durch  die  eine  Verteilung 
realisiert  werden  kann,  nichts  anderes  bedeutet  als-  die  statistische 
Wahrscheinlichkeit,  so  muß  daher  bei  kanonischer  Verteilung  der 
extremale  Wahrscheinlichkeitsloga!  ithmus  ein  Maximum  haben. 

Die  kanonische  Verteilung  stellt  also  zugleich  die  wahrscheinlichste 
und  die  häufigste  Verteilung  dar.  Nach  ihrer  Definition  ist  sie  aber 
auch  dadurch  ausgezeichnet,  daß  ihr  kanonischer  Charakter  bei  infini- 
tesimalen Änderungen  erhalten  bleibt.  Sonst  erscheint  nach  dem  früher 
Gesagten  bei  Verteilungsänderungen  die  Richtung  zunehmender  stati- 
stischer Wahrscheinlichkeit  vor  der  entgegengesetzten  Richtung  bevor- 
zugt. Infinitesimale  kanonische  Änderungen  verlaufen  hingegen 
ohne  Änderung  der  statistischen  Wahrscheinlichkeit  und  erscheinen 
darum  in  beiden  Richtungen  gleich  wahrscheinlich;  sie  erscheinen  um- 
kehrbar oder  reversibel.4 


§  100.   Die  kanonische  Verteilung  der  Energie. 

Die  bisherigen  statistischen  Betr  achtungen  sollen  im  folgenden  dahin 
spezialisiert  werden,  daß  unter  der  Größe  B  Energie  verstanden  werde, 
für  die  der  Erhaltungssatz  gelte.  Die  kanonische  Verteilung  der 
Energie  ist  also  durch  die  Formel  bestimmt 

yj-e. 

(1)  tü.  r  e~?y, 

wobei  ip  und  6  die  beiden  Bedingungen  erfüllen  müssen 

rp  —  e. 

(2)  2^=!. 
und  ,. 

(3)  ^fei; 

3  S.  GL  1. 

4  Die  Änderungen  müssen  dabei  infinitesimal  gedacht  werden;  vgl.  die  ana- 
logen Überlegungen  bei  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  f§  16).  —  Wegen 
des  exakten  Beweises  für  die  Beliaup  ung,  d<iß  die  kanonische  Verteilung  auch  die 
wahrscheinlichste  sei,  vgl.  vor  allem  den  Artikel  von  P.  und  T.  Ehrenfest  in  der 
Mathematischen  Enzyklopädie  IV,  2,  II,  Heft  6. 
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Ändern  sich  nun  die  Parameter  vx ,  u2  usw.  um  die  infinitesimalen 
Beträge  dvl,  du2  usw.,  und  hängt,  wie  wir  angenommen  haben,  die 
Größe  E;  nur  von  den  Parametern  ab,  so  erfährt  die  Energie  des  einzelnen 
Individuums  eine  Änderung  von  der  Größe 

d  ei   ,      .    d  s{    ,  . 
rk —  d  U.  +  -r —  d  u9  4-  .  .  .  . 

Die  gesamte  Änderung,  die  die  Energie  des  Systems  im  Zustande 
kanonischer  Verteilung  bei  einer  infinitesimalen  Änderung  der  Para- 
meter erfährt,  erhalten  wir,  wenn  wir  über  alle  Indiv  duen  summieren; 
die  gesamte  Änderung  der  Energie  ist  daher  durch  den  Ausdruck  ge- 
geben 

Nach  dem  als  gültig  vorausgesetzten  Satze  von  der  Erhaltung  der 
Energie  muß  diese  Uröße  entgegengeset/.t  gleich  sein  der  Arbeit,  die 
das  System  bei  der  Änderung  der  Parameter  leistet.  Es  ergibt  sich 
daher  die  Beziehung 

(4)  dA  =  -Ndu.  yw.pL-jyd„   V™  . 

Die  Summenausdrücke,  die  in  dieser  Gleichung  auftreten,  können 
wir  aber  nun  auf  Grund  der  Gl.  2  sehr  vereinfachen.  Wir  wollen  dabei 
beachten,  daß  ei  nur  eine  Funktion  der  u,  und  xp  nur  eine  Funktion  der 
u  und  von  0  ist.  Die  Summenausdrücke  der  Gl.  2  können  wir  daher 
auffassen  als  Funktionen  der  u  und  von  6  und  sie  daher  partiell  nach 
den  Parametern  differeutiieren.    Wir  finden  dann 


&  2 


d  ux 
oder 


v- 

7~e 


(5)  ^pLe^^pLy 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  1  und  2 

(6)  yl*LWi  =  ÄVL. 

Es  wird  daher  nach  Gl.  4,  wenn  wir  wiederum  W  für  JV  xp  setzen, 

(<)  dA  =  =        d  v.  -  ««,-.... 

Da  danach  für  das  System  als  Ganzes  die  Größe  *P  eine  ähnliche  Rolle 
spielt  wie  sonst  die  potentielle  Fnergie,  so  bezeichnet  man  die  Größe  W 
als  die  freie  Energie  des  Systems.  (In  der  Tat  folgt  ja  aus  Gl.  19 
des  §  90,  daß  *P  und  6  immer  dieselbe  Dimension  haben  wie  B,  denn 
In  W  muß  natürlich  immer  eine  reine  Zahl  sein.) 
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Der  Gl.  7  können  wir  auch  noch  eine  andere  wichtige  Form  geben, 
wenn  wir  beachten,  daß  ja  nach  dem  früher  Gesagten  W  bestimmt  sein 
muß  durch  die  Parameter  und  den  Verteilungsmodul.  Es  muß  daher  sein 

(8)  d     —  ~~7r~p=r~  d0  -| — 3  du.+-z  du2-{-.  

Daher  wird  nach  Gl.  7 

(9)  dA  =  -dW±^d@. 
Nun  ist  aber  nach  Gl.  18  des  §  99 

_  H_ 

(10)  W  =  -  NOln^e  & 
und  daher 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  10  des  §  100  und  Gl.  16  des  §  99 

(11)  A*-=V.-A. 
Es  wird  daher  (gemäß  Gl.  9) 

(12)  '  dÄ  =  -       -E~QW  d6  . 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  dem  betrachteten  System  eine  unend-' 
lieh  kleine  Energiemenge  dQ  zugeführt  werde1,  so  wird  dadurch 
im  allgemeinen  sowohl  die  „innere  Energie"  des  Systems  geändert 
als  auch  durch  die  Änderung  der  Parameter  Arbeit  verrichtet  werden. 
Nach  dem  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  muß 

(13)  dQ  =  dH+dA 

sein.  Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  für  d  A  den  Wert  aus  der  Gl.  12 
ein,  so  erhalten  wir  die  Beziehung 

(14)  dQ  =  d(U-  V)-^^dO. 

Wie  man  leicht  erkennt,  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  zu 
einem  vollständigen  Differential,  wenn  die  Gleichung  noch  durch 
0  dividiert  wird.    Es  wird  dann 

dQ  _  d(E-W)      E- W  ,R 
0-0  02  aV 

oder 

1  d  Q  ist  natürlich  ebensowenig  ein  vollständiges  Differential  wie  d  A. 
Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  6 
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oder  schließlich  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  19  des  §  99 
(16)  ^-  =  d^rip. 

Der  Verteilungsmodul  stellt  also,  wie  man  in  der  Sprache  der 
Mathematik  sagt,  einen  integrierenden  Nenner  dar,  durch  den  die 
infinitesimale  zugeführte  Energie  zu  einem  vollständigen  Differential 
wird.  Die  Funktion,  deren  totales  Differential  der  Bruch  dQ/8  ist,  hat 
aber  wiederum  nach  dem  früher  (in  den  §§98  und  99)  Gesagten  die 
Eigentümlichkeit,  daß  sie  sich  in  einseitigem  Sinne  zu  ändern  und  für 
reversible  Verteilungsänderungen  konstant  zu  bleiben  scheint. 

Für  ein  System,  dessen  Energie  kanonisch  verteilt  ist,  gelten 
somit  die  beiden  folgenden  wichtigen  Sätze: 

I.  Wird  dem  System  eine  unendlich  kleine  Energiemenge  zugeführt, 
während  es  gleichzeitig  Arbeit  verrichtet,  so  stellt  die  Differenz 
zwischen  zugeführter  Energie  und  verrichteter  Arbeit  das 
vollständige  Differential  einer  Funktion  dar,  die  nur  von  dem 
augenblicklichen  Zustand  des  Systems  abhängt  und  durch  Ver- 
teilungsmodul und  Parameter  vollkommen  bestimmt  ist. 

II.  Der  Quotient  aus  der  zugeführten  unendlich  kleinen 
Energiemenge  und  dem  Verteilungsmodul  stellt  das  Diffe- 
rential einer  zweiten  Funktion  dar,  die  ebenfalls  nur  von  dem 
augenblicklichen  Zustand  des  Systems  abhängt  und  ebenfalls  durch  Ver- 
teilungsmodul und  Parameter  vollkommen  bestimmt  ist.  Diese  Funktion 
hat  die  Eigentümlichkeit,  daß  sie  bei  reversiblen  Vorgängen  un- 
geändert  bleibt,  sonst  aber  im  allgemeinen  zuzunehmen  scheint. 

§  101.   Gleichgewicht  und  Ausgleich. 

Wenn  mehrere  Systeme  zusammen  ein  abgeschlossenes 
Ganzes  bilden,  so  kann  dieses  wiederum  als  ein  einziges  System  auf- 
gefaßt werden,  dem  eine  bestimmte  statistische  Wahrscheinlich- 
keit zukommt.  Diese  steht  nun  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu 
den  Wahrscheinlichkeiten  der  Teilsysteme.  Der  Einfachheit  halber 
wollen  wir  zunächst  annehmen,  daß  es  sich  bloß  um  zwei  Teilsysteme 
mit  gegebenen  Verteilungen  handle,  denen  die  statistischen  Wahrschein- 
lichkeiten W1  und  W2  zukommen  mögen.  Dann  kann  die  gegebene  Ver- 
teilung des  ersten  Systems  durch  Wx  Komplexionen  bewerkstelligt  werden, 
die  des  zweiten  Systems  durch  W~2  Komplexionen.  Da  aber  nun  jede 
Komplexion  des  ersten  Systems  mit  jeder  der  W2  Komplexionen  des 
zweiten  Systems  kombiniert  werden  kann,  so  gibt  es  insgesamt  Wx  mal  Wz 
Komplexionen,  durch  die  die  gegebene  Verteilung  in  dem  aus  zwei  Teil- 
systemen zusammengesetzten  Ganzen  realisiert  werden  kann.1 


1  Man  könnte  sich  da  leicht  zu  folgendem  Trugschluß  verleitet  fühlen.  Wenn 
die  Zahl  der  Individuen  der  beiden  Teilsysteme  N'  und  N"  ist  und  sich  im  ersten 


§  101.    Gleichgewicht  und  Ausgleich. 


83 


Da  sich  diese  Überlegung  ohne  weiteres  auf  beliebig  viele  Teil- 
systeme erweitern  läßt,  so  ist  somit  ganz  allgemein  die  statistische 
Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetzten  Systems  gleich  dem  Pro- 
dukte der  statistischen  Wahrscheinlichkeiten  der  Teilsysteme. 
Der  Wahrscheinlichkeitslogarithmus  des  zusammengesetzten  Systems  ist 
daher  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeitslogarithmen 
der  Teilsysteme.    Es  ist 

(1)  In  W  =  In  Wx+  In  W2  +  .  .  . . 

Ebenso  wie  für  die  Teilwahrscheinlichkeiten  muß  es  natürlich  auch  für 
die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  eine  obere  Grenze  geben,  die 
nicht  größer  sein  kann  als  das  Produkt  der  oberen  Grenzen  der  Teil- 
wahrscheinlichkeiten.2 Auch  für  den  Wahrscheinlichkeitslogarithmus 
des  ganzen  Systems  gibt  es  daher  ein  Maximum,  und  dieses  ist  offen- 
bar bei  einer  Verteilung  vorhanden,  deren  Wahrscheinlichkeitslogarithmus 
sich  auch  dann  nicht  ändert,  wenn  zwischen  den  Teilsystemen 
infinitesimale  Energieabgaben  erfolgen. 

Betrachten  wir  zwei  kanonische  Teilsysteme,  die  einfach  durch  die 
Indizes  1  und  2  unterschieden  werden  mögen,  und  gibt  das  erste  an  das 
zweite  die  Energiemenge  d  Q  ab,  so  muß  (nach  Gl.  16  des  §  100)  die 
Beziehung  bestehen 

(2)  -  ^  +  ^  =  d  (In  Fi)  +  d  (In  Wt) . 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  verschwindet,  die  Summe  der  Wahr- 
scheinlichkeitslogarithmen beider  Systeme  bleibt  also  konstant,  wenn 

(3)  =  e2 

ist.  Setzt  sich  also  das  abgeschlossene  System  aus  Teilsystemen  zu- 
sammen, die  durchwegs  bei  kanonischer  Einzelverteilung  denselben 
Wert  des  Verteilungsmoduls  haben,  so  wird  der  Wahrscheinlichkeits- 
logarithmus  des  zusammengesetzten  Systems  durch  infinitesimale  Energie- 
abgaben zwischen  den  Teilsystemen  nicht  geändert.  Man  sagt  in  diesem 
Falle,  daß  die  Teilsysteme  untereinander  im  statistischen  Gleich- 
gewicht stehen. 

Im  statistischen  Gleichgewicht  stellt  der  Wahrscheinlichkeitsloga- 
rithmus ein  Maximum  dar.  Da  er  diesem  sonst  zuzustreben  scheint, 
so  zeigt  somit  jedes  zusammengesetzte  System  ein  scheinbares  Bestreben, 

Zustand  davon  iV/,  bzw.  Nx"  Individuen  befinden,  dann  könnte  man  glauben,  daß 
die  statistische  Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetzten  Systems  derart  zu  be- 
rechnen wäre,  daß  man  (Nr  +  N")\  zunächst  dividiert  durch  (ZV/  +  ZV/')!,  dann 
durch  (N2'  +  N2")\  usw.  Dieser  Schluß  wäre  aber  ganz  falsch.  Denn  tauschen 
ein  Individuum  des  ersten  und  eines  des  zweiten  Teilsystemes  ihre  Zustände,  so 
entsteht  dadurch  nicht  nur  eine  neue  Komplexion,  sondern  es  wird  dadurch  im 
allgemeinen  auch  die  Verteilung  in  den  beiden  Teilsystemen  eine  andere. 

2  Sie  wird  natürlich  kleiner  als  dieses  Produkt  durch  das  Bestehen  gewisser 
Bedingungen. 

6* 
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zwischen  seinen  Teilsystemen  das  statistische  Gleichgewicht  herzustellen. 
Werden  Systeme  von  verschiedenem  Verteilungsmodul  derart  miteinander 
in  Verbindung  gebracht,  daß  zwischen  ihnen  eine  Energieabgabe  mög- 
lich ist,  so  tritt  somit  in  der  Regel  ein  Ausgleich  der  Werte  des 
Verteilungsmoduls  ein. 

Da  mit  einem  solchen  Ausgleich  stets  eine  Vermehrung  des  zu- 
sammengesetzten Wahrscheinlichkeitslogarithmus  verbunden  ist,  ist  somit 
eine  Zustandsänderung  eines  Systems  nur  dann  reversibel,  wenn  nicht 
bloß  die  Verteilung  in  dem  System  selbst  kanonisch  bleibt,  sondern 
auch  während  der  Zustandsänderung  das  System  mit  anderen  Systemen 
nur  in  solche  Verbindungen  tritt,  bei  denen  bloß  infinitesimale  Ab- 
weichungen von  dem  statistischen  Gleichgewicht  bestehen.  Im 
übrigen  muß  sich  infolge  der  Zustandsgieichung  eine  Änderung  des  Ver- 
teilungsmoduls in  einer  Änderung  von  wenigstens  einer  der  anderen 
Zustandsgrößen  äußern.  Zeigen  also  zwei  miteinander  in  Verbindung 
gebrachte  Systeme  keine  Änderung  ihrer  früheren  Zustände,  so  kann 
daraus  geschlossen  v/erden,  daß  sie  beide  denselben  Wert  des  Ver- 
teilungsmoduls haben. 

Da  bei  einem  Modulausgleich  der  Logarithmus  der  zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit  zunimmt,  so  muß  nach  Gl.  2  (wenn  eben  01  ungleich 
02  ist) 

(4)  _  ÄSL  +  A9_  >  o 

sein;  d.  h.  dasjenige  Teilsystem  muß  den  größeren  Modulwert  haben,  das 
Energie  abgibt.  Ebenso  selten  wie  ein  Vorgang  ist,  bei  dem  sich  die 
statistische  Wahrscheinlichkeit  vermindert,  ebenso  selten  muß  es  auch 
sein,  daß  von  selbst  Energie  von  einem  System  mit  kleinerem 
Modul  zu  einem  mit  größerem  Modul  übergehe. 

Hat  bei  einem  Modulausgleich  das  erste  System  eine  überwiegend 
große  Individuenzahl  und  Energie  gegenüber  dem  zweiten,  so  kann  nach 
erfolgtem  Ausgleich  der  gemeinsame  Wert  des  Moduls  nicht  merklich 
verschieden  sein  von  dem  ursprünglichen  Modulwerte  0*  des  ersten 
Systems.  In  diesem  speziellen  Falle  besteht  also  die  Wirkung  des  Aus- 
gleiches einfach  darin,  daß  das  zweite  System  den  Verteilungsmodul  des 
ersten  annimmt,  das  somit  gegenüber  dem  zweiten  wie  ein  „Reservoir" 
von  dem  Modulwerte  0*  erscheint. 

§  102.   Das  homogene  System. 

Da  die  freie  Energie  eines  Systems  nach  dem  früher  Gesagten  voll- 
kommen bestimmt  ist  durch  Verteilungsmodul  und  Parameter,  so  muß 
dasselbe  auch  von  den  partiellen  DifTerentialquotienten  der  freien  Energie 
nach  den  Parametern  gelten,  also  von  den  Größen 

(i)  u  ü  =--s-*L  ... 
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Die  durch  diese  Gleichungen  definierten  Größen  TJX ,  U2  usw.  hängen  mit 
der  Arbeit,  die  bei  einer  infinitesimalen  Änderung  der  Parameter  ver- 
richtet wird  (nach  Gl.  7  des  §  100)  durch  die  Beziehung  zusammen 

(2)  dA=  Uldul  +  U2du2-\-  

Man  kann  darum  die  Größen  Uv  U2  usw.  als  die  generalisierten  stati- 
stischen Kräfte  bezeichnen,  obwohl  sie  keineswegs  die  Dimension 
einer  Kraft  haben  müssen. 

Da  also  die  statistischen  Kräfte  vollkommen  bestimmt  sind  durch 
den  Verteilungsmodul  und  die  Parameter,  so  bestehen ,  wenn  die  Zahl 
der  Parameter  r  beträgt,  r  Gleichungen  von  der  Form 


(3) 


1  = 


Die  Zahl  r  können  wir  als  die  Zahl  der  statistischen  Freiheits- 
grade bezeichnen.  Die  Größen  0,  Uv  U2  ...  Ur,  u19  u2  ...  ur  nennt  man 
die  Zustandsgrößen  des  Systems  und  bezeichnet  daher  Vorgänge, 
bei  denen  sich  eine  oder  mehrere  dieser  Größen  ändern,  als  Zustands- 
änderungen.  Wegen  des  Bestehens  der  r  „Zustandsgieichungen"  (3), 
die  nach  den  Parametern  aufgelöst  werden  können,  sind  unter  den 
(2r  +  1)  Zustandsgrößen  bloß  (r  +  1)  voneinander  unabhängig.  Der  Zu- 
stand eines  Systems  von  r  Freiheitsgraden  ist  daher  stets  durch  (r  +  1) 
unabhängige  Zustandsvariable  darstellbar,  die  unter  den  Zustands- 
größen beliebig  ausgewählt  werden  können. 

Ein  wichtiger  Spezialfall  liegt  nun  vor,  wenn  das  System  nur  einen 
Freiheitsgrad  hat  und  der  einzige  Parameter  durch  den  Quo- 
tienten aus  dem  von  dem  System  eingenommenen  Volumen  und 
der  Individuenzahl  dargestellt  wird.1  Ein  solches  System  werde  als 
statistisch  homogen  bezeichnet.  Es  ist  also  dann  der  einzige  Para- 
meter 

ß  ■  '  «Hr  \;  \ 

Bei  einer  Vergrößerung  des  Parameters  u  leistet  das  System  Arbeit 
gegen  den  Druck,  der  auf  die  Oberfläche  des  Systems  wirkt.  Die 
Arbeit,  die  hierbei  geleistet  wird,  läßt  sich  nun  leicht  be- 
rechnen. 

Wir  betrachten  von  der  Oberfläche  des  Systems  ein  Ele- 
ment df.  An  diesem  greift  somit  eine  Kraft  an  von  der 
Größe  p.df.  Bei  einer  infinitesimalen  Veränderung  des  Vo- 
lumens verschiebe  sich  das  Flächenelement  von  der  durch 
die  Strecke  AB  angedeuteten  Lage  zu  der  Lage,  die  durch 
die  Strecke  ÄB'  dargestellt  sei  (Fig.  65).   Der  Mittelpunkt  des  Flächen- 


1  V  bedeutet  den  Kaum,  innerhalb  dessen  sieb  die  Individuen  befinden,  es 
ist  also  nicht  zu  verwechseln  mit  der  Summe  der  Volumina,  die  die  einzelnen  In- 
dividuen erfüllen. 


86 


Statistik. 


elementes  lege  dabei  die  Strecke  00'  zurück.  Die  Arbeit,  die  bei  der 
Verschiebung  des  Flächenelementes  verrichtet  wird,  ist  dann  gleich 
p  X  df  X  00'  X  cos/,  wenn  y  der  Winkel  ist,  den  die  Strecke  OOf  mit 
der  Flächennormalen  bildet.  (Bei  einer  infinitesimalen  Verschiebung 
können  die  Flächennormalen  von  AB  und  Ä  B'  natürlich  nur  unend- 
lich wenig  in  ihren  Richtungen  voneinander  abweichen.)  Andererseits 
ist  aber  d  f  X  OOf  X  cos  y  das  Volumen  des  unendlich  kleinen  Zylinders, 
der  gebildet  wird  von  den  beiden  gleich  großen  Flächenelementen  AB 
und  ÄB'  und  dessen  Höhe  gleich  ist  00'  x  cos/.  Die  Arbeit,  die  bei 
der  Verschiebung  des  Flächenelementes  geleistet  wird,  ist  also  gleich 
dem  Produkte  aus  dem  Druck  und  dem  Volumen  des  durch  die  Ver- 
schiebung gebildeten  Zylinders.  Summieren  wir  das  Volumen  dieser 
Zylinder  über4  die  ganze  Oberfläche  des  Systems,  so  erhalten  wir  die 
Vermehrung  des  Gesamtvolumens,  die  wir  mit  d  V  bezeichnen  wollen. 
Daher  ist  die  gesamte  Arbeit  dA,  die  das  System  bei  einer  Vermehrung 
seines  Volumens  um  den  Betrag  d  V  verrichtet, 

(5)  dA  =p  d  V=  Np  du. 
Nach  Gl.  2  ist  somit 

(6)  U=Np 
und  daher  nach  Gl.  1 

oder  nach  Gl.  4 

(8)  ,  =  -5* 


d  V 

Da  bei  konstanter  Individuenzahl  das  Volumen  dem  Parameter  u 
proportional  ist,  so  kann  somit  bei  einem  homogenen  System  auch  das 
Volumen  selbst  statt  des  Parameters  als  Zustandsgröße  angesehen 
werden.  Druck,  Volumen  und  Temperatur  sind  also  bei  kanonischer 
Verteilung  stets  durch  eine  Zustandsgieichung  verknüpft.  Daraus 
folgt  auch,  daß  sich  keine  der  drei  Größen  ändern  kann,  ohne  daß  sich 
wenigstens  eine  der  beiden  anderen  auch  ändert.  Wenn  also  zwei  homo- 
gene Systeme  miteinander  derart  in  Verbindung  gebracht  werden,  daß 
zwischen  ihnen  eine  Energieabgabe  möglich  ist,  sie  aber  gleichwohl 
weder  Volumen  noch  Druck  ändern,  so  muß  daraus  geschlossen  werden, 
daß  beide  Systeme  denselben  Verteilungsmodul  haben. 

§  103.   Der  Kreisprozeß. 

Die  Anwendung  des  Energieprinzipes  auf  kanonische  Systeme  er- 
gibt (wie  in  §  100  gezeigt  wurde)  die  beiden  Hauptgleichungen 

(1)  dQ  =  dfl-\-dA 
und 

(2)  ±g-  =  d(hiW). 


§103.    Der  Kreisprozeß. 
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Daraus  ist  ohne  weiteres  ersichtlich,  daß  in  zwei  Spezialfällen  die  Glei- 
chungen eine  hesonders  einfache  Gestalt  annehmen  müssen. 

Erfolgt  nämlich  die  reversible  Zustandsändernng  des  Systems  ohne 
äußere  Zufuhr  oder  äußere  Abgabe  von  Energie,  erfolgt  die  Zustands- 
änderung,  wie  man  sagt,  adiabatisch  (weil  dann  keine  Energie  durch 
die  Oberfläche  des  Systems  hindurchgeht)1,  dann  ist  bei  der  Integration 
der  Gl.  1  dQ  gleich  null  zu  setzen.  Da  aber  andererseits  die  innere 
Energie  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  abhängt,  so  ergibt  die 
Integration  der  Gl.  1  in  diesem  Falle 

(3)  ^dÄ  =  EX-E2) 

wenn  Ex  und  E2  die  Werte  der  inneren  Energie  im  Anfangs-  und  im 
Endzustand  sind. 

Erfolgt  andererseits  die  reversible  Zustandsänderung  derart,  daß 
dabei  der  Wert  des  Verteilungsmoduls  konstant  bleibt,  dann  nimmt  die 
Gl.  2  eine  einfache  Form  an.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  statistischen 
Wahrscheinlichkeiten  des  Anfangs-  und  des  Endzustandes  mit  Wx  und 
W2,  so  ergibt  die  Integration  der  Gl.  2  wegen  der  Konstanz  von  0 

(4)  2<*«  =  01n|f- 

Denn  ebenso  wie  die  Größe  E  hängt  ja  (nach  §  100)  auch  die 
Größe  W  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  des  Systems  ab.  Einen 
reversiblen  Prozeß,  bei  dem  der  Verteilungsmodul  konstant  bleibt,  wollen 
wir  vorübergehend  mit  einem  sonst  nicht  gebräuchlichen  Ausdruck  iso- 
modulisch  nennen.  Einen  solchen  Prozeß  können  wir  uns  derart 
realisiert  denken,  daß  wir  für  die  Dauer  der  Zustandsänderung  das 
System  mit  einem  Reservoir  von  dem  betreffenden  Illodul  verbinden. 

Da  die  Größen  E  und  W  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand 
des  Systems  abhängen,  so  ergeben  sich  besonders  einfache  Beziehungen 
für  den  Fall,  daß  die  Zustandsänderungen  ein  System  aus  einem  be- 
stimmten Zustand  schließlich  wieder  in  denselben  Zustand  zurückführen. 
Einen  derartigen  Prozeß,  bei  dem  Anfangs-  und  Endzustand  identisch 
sind,  bezeichnet  man  als  einen  Kreisprozeß.  Für  einen  solchen  er- 
geben sich  also  aus  den  Gl.  1  und  2  die  ebenso  einfachen  wie  wichtigen 
Beziehungen 

(5)  2rf«  =  2^ 

und 

(6)  2,T=°- 

Wir  wollen  nun  einen  speziellen  Kreisprozeß  von  großer  Wichtig- 
keit betrachten.  Er  setze  sich  aus  zwei  isomodulischen  und  zwei  adiaba- 
tischen Teilprozessen  zusammen.    Das  Wesen  eines  derartigen  Kreis- 


1  Hindurchgehen  heißt  auf  Griechisch  diabainein. 
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prozesses  wird  am  besten  durch  graphische  Darstellung  veranschau- 
licht. Da  jeder  Zustand  des  betrachteten  Systems  infolge  des  Bestehens 
der  Zustandsgieichung  durch  zwei  Variable  darstellbar  ist,  so  können 
wir  jeden  Zustand  des  Systems  graphisch  durch  einen  Punkt  in  einer 
Ebene  derart  repräsentieren,  daß  in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem 
die  Abszisse  des  Punktes  gleich  ist  dem  Werte  des  Volumens  und  die 
Ordinate  gleich  dem  Werte  des  Druckes.  Endliche  Zustandsände- 
rungen  erscheinen  dann  dargestellt  durch  Kurven,  deren  einzelne 
aneinander  gereihte  Punkte  die  aufeinander  folgenden  Zustände  dar- 
stellen, die  das  System  während  des  Prozesses  durchläuft.  Kurven,  die 
derart  isomodulische  oder  adiabatische  Zustandsänderungen  darstellen, 
wollen  wir  kurz  isomodulische  und  adiabatische  Kurven  nennen. 

Wir  fassen  nun  einen  bestimmten  Zustand  ins  Auge,  der  durch 
den  Punkt  A  graphisch  dargestellt  sei  (Fig.  66).   Wir  lassen  das  System 
sich  isomodulisch  ausdehnen  (also  das  durch  die 


Abszisse  dargestellte  Volumen  vergrößern)  bis  zu 
einem  zweiten  Zustand,  der  durch  den  Punkt  B 
repräsentiert  sei.  Dieser  Zustandsänderung  ent- 
spreche das  Stück  AB  einer  isomodulischen  Kurve. 
Der  zweite  Teilprozeß,  der  an  dem  System  vor- 
genommen werde,  sei  eine  adiabatische  Ausdehnung. 


Fig.  66.  Sie  führe  zu  einem  dritten  Zustand,   der  durch 

den  Punkt  C  (mit  noch  größerer  Abszisse)  dar- 
gestellt sei,  wobei  eben  BC  das  Stück  einer  adiabatischen  Kurve  ist. 
Wir  legen  nun  einerseits  durch  den  Punkt  C  eine  isomodulische  Kurve, 
andererseits  durch  den  Punkt  A  eine  adiabatische  Kurve.  Die  beiden 
Kurven  mögen  ^einander  in  einem  Punkte  JD  schneiden2,  durch  den  ein 
vierter  Zustand  dargestellt  sei.  Der  dritte  Teilprozeß  bestehe  dann  in 
einer  isomodulischen  Überführung  des  Systems  aus  dem  dritten  in  den 
vierten  Zustand,  der  vierte  Teilprozeß  in  einer  adiabatischen  Uberführung 
des  Systems  aus  dem  vierten  in  den  ursprünglichen  ersten  Zustand. 

Die  Energiemengen,  die  bei  dem  ersten  und  dritten  Teilprozeß 
isomodulisch  aufgenommen  werden,  mögen  mit  Qx  und  Q2  bezeichnet 
werden  (Q2  ist  dabei  offenbar,  wie  nur  nebenbei  bemerkt  sei,  negativ). 
Die  Energiemenge  §1  werde  bei  einem  Modulwerte  01  aufgenommen,  die 
Energiemenge  Q2  bei  einem  Modulwerte  02.  Da  der  zweite  und  vierte 
Teilprozeß  adiabatisch  verlaufen,  so  nimmt  also  insgesamt  das  System 
bei  dem  Kreisprozeß  von  außen  die  Energiemenge  QY  +  Q2  auf.  In 
ihrer  Anwendung  auf  den  von  uns  betrachteten  Spezialfall  eines  Kreis- 
prozesses ergeben  somit  die  Gl.  5  und  6  die  beiden  Beziehungen 

(7)  Q1  +  Q2  =  ^dA 

2  Dabei  ist  allerdings  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  es  möglich  sei,  durch 
adiabatische  Zustandsänderung,  ausgehend  von  dem  Zustand  A,  den  Modul  auf  den 
Wert  zu  bringen,  der  dem  Punkte  C  entspricht. 
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und 

Bezeichnen  wir  kurz  die  Summe  von  dA  mit  A,  indem  wir  unter 
A  die  gesamte  Arbeit  verstehen,  die  seitens  des  Systems  bei  dem  Kreis- 
prozeß verrichtet  wird3,  so  ist  nach  Gl.  7  und  8 

(9)  ,  ■  ■   Ä  =  Q1  +  Q2  =  Ql- Ql*-Q1*^L. 

Von  der  Energiemenge,  die  dem  System  während  des  ersten  Teilprozesses 
zugeführt  wird,  wird  also  nur  ein  Bruchteil  ?;  Qx  in  Arbeit  ver- 
wandelt. Die  Größe  r\-  nennt  man  den  Wirkungsgrad  des  Kreis- 
prozesses; für  ihn  gilt  die  Beziehung 

Der  Wirkungsgrad  des  betrachteten  Kreisprozesses  ist  also  völlig  un- 
abhängig von  allen  Eigenschaften  des  Systems,  das  den  Kreis- 
prozeß durchläuft.  Er  hängt  einzig  und  allein  von  den  Modulwerten 
ab,  die  den  beiden  Eeservoiren  des  Kreisprozesses  zukommen. 

Auf  Grund  dieser  Tatsache  läßt  sich  aber  nun  eine  Skala  der 
Modul  werte  konstruieren,  ohne  daß  man  irgend  etwas  darüber  wissen 
müßte,  von  welcher  Art  die  innere  Energie  der  Systeme  ist;  es  genügt, 
wenn  man  feststellen  kann,  welche  Energiemengen  die  Systeme  von  außen 
aufnehmen  oder  nach  außen  abgeben,  welches  ihr  Volumen  und  ihr 
Druck  ist  und  welche  Arbeiten  sie  bei  Volumänderungen  verrichten. 
Überdies  müssen  uns  nur  zwei  Systeme,  die  wir  8X  und  S2  nennen  wollen, 
in  ganz  bestimmten  (leicht  identifizierbaren  und  reproduzierbaren)  Zu- 
ständen gegeben  sein,  die  wir  als  Fundamentalzustände  ansehen 
wollen.  Diesen  Zuständen  müßten  offenbar  zwei  bestimmte  Werte  des 
Verteilungsmoduls  entsprechen,  die  01  und  02  genannt  werden  mögen. 

Wir  können  nun  in  willkürlicher  Weise  den  Verteilungsmodul 
des  Systems  S2  zum  Nullpunkte  einer  Skala  machen  und  ebenfalls 
in  willkürlicher  Weise  eine  Skaleneinheit  definieren,  indem  wir  den 
Unterschied  der  Verteilungsmoduln  der  Systeme  Sx  und  S2  gleich  a  Skalen- 
einheiten setzen.  Wir  führen  dann  mittels  eines  Hilfssystems  (demgegen- 
über die  Systeme  8X  und  S2  als  Eeservoire  erscheinen)  zwischen  den 
Systemen  Sx  und  S2  einen  Kreisprozeß  durch;  dabei  mögen  wir  einen 
Wirkungsgrad  if  ermitteln.  Damit  wissen  wir  aber  auch  bereits,  wieviel 
Skaleneinheiten  der  absolute  Nullpunkt  der  Modulwerte  unterhalb 
des  willkürlichen  Nullpunktes  liegt.  Ist  diese  Zahl  J,  so  gilt  nämlich 
die  Proportion 

(6^0^:6,  =  «:(*  +  £), 


3  Geleistete  Arbeit  wird  dabei  positiv,  verbrauchte  negativ  gerechnet.  Natür- 
lich ist  übrigens  dA  nicht  das  Differential  von  4;  vgl.  Anm.  1  des  §  100. 
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und  daher  ist  nach  Gl.  10 


1 

Ist  nun  irgendein  System  S'  gegeben,  so  können  wir  für  dessen 
Modulwert  0'  an  der  Skala  den  entsprechenden  Skalenwert  z  exakt  er- 
mitteln, indem  wir  etwa  zwischen  den  Systemen  &  und  S2  einen  Kreis- 
prozeß durchführen.  Ergeben  die  Messungen  den  Wirkungsgrad  rf,  so 
ist  ja 

oder 

(12)  r[  = 


woraus,  da  ja  f  bereits  bekannt  ist,  z  berechnet  werden  kann. 

Derart  ist  es  einem  Beobachter  möglich,  eine  exakte  Skala  der  Modul- 
werte auch  dann  zu  schaffen,  wenn  ihm  jeder  Einblick  in  das  Innere 
der  Systeme  versagt  ist  und  er  lediglich  das  Verhalten  der  Systeme 
nach  außen  hin  zu  erkennen  vermag. 


§  104.    Der  Gleichverteilungssatz.  % 

Von  den  Größen,  die  den  Zustand  eines  Systems  als  eines  Ganzen 
beschreiben  (Modul,  Parameter,  statistische  Kräfte),  sind  diejenigen 
Größen  wohl  zu  unterscheiden,  die  den  individuellen  Zustand  beschreiben 
und  die  darum  als  individuelle  Zust an ds großen  bezeichnet  werden 
können.1  Für  die  Gewinnung  der  bisherigen  Ergebnisse  war  eine  Be- 
trachtung dieser  individuellen  Zustandsgrößen  allerdings  überflüssig; 
wohl  aber  kann  sich  eine  solche  Notwendigkeit  bei  der  Untersuchung 
von  Spezialfällen  ergeben. 

Der  individuelle  Zustand  sei  nun  durch  n  untereinander  unab- 
hängige Größen  festgelegt,  die  mit  qv  q2  .  .  .  qn  bezeichnet  werden 
mögen.  Stufen  wir  diese  Größen  nach  bestimmten  Intervallen  ab,  so 
ist  ein  bestimmter  individueller  Zustand  dann  gegeben,  wenn  diese 
Größen  in  Intervallen  liegen  zwischen  qx'  und  qx'  +  A  q{,  zwischen  q2 
und  q2  +  A  q2  usw. 

Wir  wollen  nun  im  folgenden  einen  Sonderfall  betrachten.  Es 
sei  die  individuelle  Energie  e.  darstellbar  als  eine  quadratische 
Funktion  von  s  unter  diesen  n  individuellen  Zustandsgrößen  in  der  Form 

(!)  «i  =  "i?i2+<*2?22+  ••• 

Es  sei  also  sowohl  der  Einfluß  der  Parameter  vernachlässigbar,  als  auch 
ein  Einfluß  der  übrigen  individuellen  Zustandsgrößen  q8+1  bis  qn  nicht 
in  Betracht  komme.    Es  werde  ferner  angenommen,  daß  diese  übrigen 


1  Planck  unterscheidet  zweckmäßig  zwischen  Makrozustand  und  Mikro- 
zustand. 
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individuellen  Zustandsgrößen  qs  +  1  bis  qn  zwischen  bestimmten  Grenzen 
liegen.    Dann  ist  das  mehrfache  Integral 

(2)  jj...jdqs  +  l...dgn=Si 

eine  endliche  Größe. 
Nach  Gl.  1  ist 

°~  .  .  .  e      ö~  § 


Wir  bezeichnen  andererseits  das  Produkt  der  Intervalle  aller  Zustands- 
größen mit  ÄTy  setzen  also 

(4)  A%=  Aqx.Aq%...  Aqn. 

Dann  erhalten  wir  offenbar  die  Summe  von  e~  £J&  über  alle  individuellen 
Zustände,  noch  multipliziert  mit  A  r,  wenn  wir  die  rechte  Seite  der 
Gl.  3  mit  d  qv  dq2  ...  d  qn  multiplizieren  und  über  alle  Werte  von 
qv  q2  .  .  .  qn  integrieren.  Weil  aber  die  einzelnen  individuellen  Zustands- 
größen vöneinander  unabhängig  sind,  können  wir  dann  das  Integral 
auffassen  als  Produkt  einzelner  Integrale.    Wir  finden  somit 

2e~&^^Je~     *    dqj  e       *    dq2,,.J'e'     *  dqs. 

Nun  ist  aber  für  eine  ganz  beliebige  Veränderliche  |  das  bestimmte 
Integral2 

(5)  =  ys". 

Daher  wird,  wenn  wir  über  alle  möglichen  individuellen  Zustände  inte- 


2  Die  Gl.  5  leitet  man  am  einfachsten  folgendermaßen  ab.  Wir  nennen  den 
noch  unbekannten  Wert  des  bestimmten  Integrals  J.  Denken  wir  uns  nun  ein  be- 
liebiges ebenes  Koordinatensystem  mit  einer  £-  und  einer  ?/-Achse  konstruiert,  so 
muß  sein 

— CO  — oo 

Führen  wir  nun  statt  der  rechtwinkligen  Polarkoordinaten  ein,  so  wird 

£2-M2  =  r2, 

und  an  die  Stelle  des  Flächenelementes  dl;  dt]  mit  den  Integrationsgrenzen  —  co 
und  +oo  tritt  das  Flächenelement  rdcp.dr  mit  den  Integrationsgrenzen  0  und  co 
für  r  und  den  Integrationsgrenzen  0  und  2tt  für  cp.    Es  wird  somit 


J2  =  ff  e~r*  rdrdcp  =  2n  J e~r*  r  dr  =  n  fe~r*  d(r*)  =  n 
0    0,  0  0 

und  daher 
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grieren,  für  die  Größen  qx  bis  q8  also  —  oo  und  +  oo  als  Integrations- 
grenzen wählen, 


Somit  wird 


e  _ 


2"  Ar  ytti 

Differentiieren  wir  diese  Gleichung  partiell  nach  0,  so  finden  wir 


Multiplizieren  wir  jetzt  die  Gl.  7  mit  O2  und  dividieren  wir  dann 
durch  die  Gl.  6,  so  erhalten  wir  auf  der  linken  Seite  (nach  Gl.  16  des 
§  99)  den  Mittelwert  der  individuellen  Energie,  der  mit  e  be- 
zeichnet werde.    Die  Division  ergibt  die  einfache  Beziehung 

(8)  e  =  S~Y  ' 

In  dem  betrachteten  Spezialfall  ist  also  der  Mittelwert  der  individuellen 
Energie  gleich  dem  halben  Verteilungsmodul,  multipliziert  mit  der  Zahl 
der  Glieder,  von  denen  die  individuelle  Energie  quadratisch  abhängt. 
Auf  jedes  dieser  Glieder  kommt  daher  der  gleiche  Betrag,  weshalb  man 
die  durch  die  Gl.  8  ausgedrückte  Gesetzmäßigkeit  als  den  Gl  eich - 
verteilungssatz  oder  als  Äquipartitionstheorem  bezeichnet. 

Unsere  Betrachtungen  wollen  wir  nun  noch  weiterhin  dahin  speziali- 
sieren, daß  das  System  statistisch  homogen  sei  und  daß  zu  den  indivi- 
duellen Zustandsgrößen,  von  denen  die  Energie  nicht  abhänge,  die 
Lagenkoordinaten  der  punktförmig  gedachten  Individuen  gehören. 
Dann  wird,  weil  ja  die  individuellen  Zustandsgrößen  voneinander  unab- 
hängig sind  und  das  Integral  über  die  Lagenkoordinaten  das  Volumen 
darstellt, 

(9)  Q  =  cd  V, 

wobei  co  vom  Volumen  V  und  natürlich  auch  von  0  unabhängig  sein 
muß.  Die  freie  Energie  des  Systems  ist  dann  nach  der  schon  früher 
abgeleiteten  Formel  berechenbar  (Gl.  18  des  §  99) 

_  iL 

(10)  W  =  -  NOln^e  &. 
Nach  Gl.  6  wird  somit 

s  s 
0)  @?  TL* 


(11)  W  =  -NQ\&V-NQ\n_ 

\At  1/aj  ct2  ...  ati 

Da  die  freie  Energie  eines  statistisch  homogenen  Systems  durch  Volumen 
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und  Modul  aber  vollkommen  bestimmt  ist,  so  wird  somit,  weil  ja  alle 
Größen  des  letzten  Gliedes  der  Gl.  11  vom  Volumen  unabhängig  sind, 


Nach  Gl.  8  des  §  102  stellt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nichts 
anderes  dar,  als  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen 
Druck.  Für  den  von  uns  betrachteten  Spezialfall  nimmt  also  die  Zu- 
standsgleichung  die  ganz  besonders  einfache  Form  an 


Die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  erscheint  nur  an  die  Bedingungen  ge- 
knüpft, daß  die  individuelle  Energie  als  rein  quadratische  Funktion 
eines  Teiles  der  individuellen  Zustandsgrößen  darstellbar  ist  und  daß  zu 
den  Zustandsgrößen,  von  denen  die  individuelle  Energie  nicht  abhängt, 
die  Lagenkoordinaten  der  punktförmig  gedachten  Individuen  gehören. 


Neben  dem  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  betrachteten  Spezial- 
fall einer  Energieverteilung  ist  für  die  moderne  theoretische  Physik 
noch  ein  zweiter  von  der  allergrößten  Bedeutung.  Es  ist  die  kano- 
nische Verteilung  von  quantenhafter  Schwingungsenergie. 
Betrachten  wir  einen  abgeschlossenen  Raum,  den  wir  uns  der  Einfach- 
heit wegen  als  Würfel  denken  wollen,  so  sind  in  ihm  stehende 
Schwingungen,  sogenannte  Eigenschwingungen  der  mannigfachsten 
Art  möglich;  und  der  Untersuchung  der  Energie  Verteilung  muß  nun  zu- 
nächst die  Lösung  der  Frage  vorausgehen,  wie  sich  diese  Schwingungen 
über  die  verschiedenen  Frequenzwerte  verteilen.  Wenn  wir  die  Frequenz- 
werte nach  Intervallen  abstufen,  müssen  wir  zunächst  wissen,  wie  groß 
bei  gegebenem  Volumen  des  Würfels  die  Zahl  der  Schwingungen 
ist,  deren  Frequenzen  innerhalb  eines  bestimmten  Intervalles 
liegen. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  von  der  bekannten  Tat- 
sache aus,  daß  längs  einer  gespannten  Saite  von  der  Länge  /  stehende 
Schwingungen  nur  mit  solchen  Wellenlängen  (A)  möglich  sind,  die  für  ganz- 
zahlige Werte  der  sogenannten  Unterteilungszahl  n  der  Gleichung 
genügen 

Uy    ,  '         -    ■      T  =  i- 

Bei  einem  Würfel  treten  an  die  Stelle  der  Knotenpunkte  den  Würfel- 
flächen parallele  Knoten  ebenen;  doch  können  die  Unterteilungszahlen 
der  drei  zueinander  senkrechten  Richtungen  (die  den  Würfelkanten  parallel 
sind)  verschiedene  Werte  haben.  Wir  wollen  uns  etwa  ein  Koordinaten- 
system mit  einer  Würfelecke  als  Ursprung  und  den  drei  in  dieser  Ecke 
zusammenstoßenden  Kanten  als  Koordinatenachsen  konstruiert  denken. 


(12) 


(13) 


P  r=  nq. 
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Wir  wollen  dann  die  Unterteilungszahlen  in  der  x-,  y-,  2-Richtung  mit 
nv  ra2,  n3  und  die  Winkel,  die  ein  beliebiger  Strahl  mit  den  drei  Achsen 
bildet,  mit  ß,  y  bezeichnen.  Ist  nun  etwa  die  Gerade  AB  der 
z- Achse  parallel  (Fig.  67)  und  ist  CD  die  Richtung  eines  Strahles,  so 
müssen,  wenn  durch  F,  F,  O  der  #-y-Ebene  parallele  Knotenebenen  in 


B 


l 

Fig.  67. 


Abständen  von  a/n3  hindurchgehen,  auch  die . Wellenebenen,  die  durch 
Ff  F,  G  gelegt  werden,  Phasendifferenzen  von  einer  halben  Periode  auf- 
weisen.   Es  muß  also 

l 


sein.    Nun  ist  aber 


F'F  =  F'  G  = 


WF=  FF-cosy  -  —  cos  r 


und  somit  muß  die  Beziehung  erfüllt  sein 

X  a 

—  =  —  cos/. 

Da  Analoges  wie  für  die  2-Achse  auch  für  die  ar-Achse  und  die 
?/-Achse  gelten  muß,  ergibt  sich  also  das  Gleichungstripel 


(2) 


2a 

~T 

cos  a  — 

ni 

2a 
X 

cos  ß  = 

2a 

T 

cos  y  — 

n3 

§  105.   Das  Prinzip  von  Rayleigh  und  Jeans. 


95 


Andererseits  ist  aber  nach  einer  bekannten  Formel 

(3)  cos2  a  +  cos2  ß  +  cos2  y  =  1  • 

Quadriert  man  daber  die  drei  Gl.  2  und  addiert  sie,  so  findet  man 

(4) 


2a 


und  setzt  man  andererseits  diese  Werte  in  die  Gl.  2  ein,  so  ergeben 
sich  die  Beziehungen 

cos  a  =  ± 


(5) 


cos  ß  —  + 


cos  y  =  4; 


4-  w32 

V  V 

+  V 

(In  Fig.  67  wäre  also  außer  der  Eichtung  CD  auch  die  symmetrische 
Richtung  CD'  möglich.) 

Wir  sehen  also,  daß  jedem  Zahlentripel  nv  nv  n3  eine  Eigen- 
schwingung von  ganz  bestimmter  Wellenlänge  und  ganz  be- 
stimmter Eichtung  entspricht.  Umgekehrt  sind  nur  solche  Schwin- 
gungen möglich,  für  die  die  Werte  von  l,  cc,  ß,  y  den  Gl.  4  und  5  für 
ganzzahlige  Werte  von  nv  n2,  n3  genügen. 

Ersetzen  wir  in  Gl.  4  die  Wellenlänge  durch  die  Frequenz  v  und 
die  Wellengeschwindigkeit  v  mittels  der  bekannten  Formel 

J_  —  " 
T  ~  IT 


(Gl.  9  des  §  55),  so  können  wir  Gl.  4  auch  in  der  Form  schreiben: 
(6) 


2a  -i — ö — ,  ~ 


Wir  wollen  nun  ein  ganz  beliebiges  Schwingungsintervall  be- 
trachten, das  von  einer  Frequenz  v  bis  zu  einer  (von  ihr  verhältnis- 
mäßig wenig  verschiedenen)  v"  reiche.  Die  Differenz  {v"  —  v')  wollen  wir 
mit  Av  bezeichnen.  Wir  fragen  uns  nun,  wie  groß  die  Zahl  der  nach 
Gl.  6  möglichen  Werte  der  Frequenz  sei,  die  in  dem  ausgewählten  Inter- 
vall liegen. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bedienen  wir  uns  zweckmäßig  einer 
einfachen  geometrischen  Konstruktion.  Wir  denken  uns  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  konstruiert,  das  jedoch  nur  aus  den  posi- 
tiven Halbachsen  gebildet  sei,  so  daß  es  aus  dem  gesamten  Eaume  nur 
einen  Oktanten  herausschneide.  In  diesem  Eaumoktanten  denken  wir 
uns  dann  ein  räumliches  Punktgitter  mit  der  Längeneinheit  als 
Gitterkonstanten  konstruiert.  Die  einzelnen  Punkte  des  Gitters  werden 
dann  durchwegs  ganzzahlige  Koordinaten  besitzen;  und  wie  jedem  Punkte 
als  Werte  seiner  Koordinaten  ein  Tripel  ganzer  Zahlen  nv  n2,  n3  ent- 
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spricht,  so  ist  umgekehrt  auch  durch  jedes  Tripel  ganzer  Zahlen  nv  nv 
ns  ein  Punkt  des  Gitters  eindeutig  bestimmt.  Infolgedessen  ist  auch 
durch  jeden  Punkt  des  Gitters  eine  stehende  Schwingung  von  gegebener 
Frequenz  und  Richtung  bestimmt,  während  umgekehrt  jeder  solchen 
Schwingung  ein  ganz  bestimmter  Punkt  des  Gitters  als  Repräsentant 
entspricht. 

Nun  ist  aber  die  Entfernung,  die  ein  Punkt  des  Gitters  von  dem 
Ursprung  des  Oktanten  hat, 

(7)  r  =  W  +  V  +  V 
oder  nach  Gl.  6 

/qn  2a 

(8)  r  =  — ^—  v , 

weun  wir  unter  v  die  Frequenz  der  Eigenschwingung  verstehen,  die  dem 
betreffenden  Gitterpunkte  entspricht. 

Die  Zahl  der  Eigenschwingungen,  die  in  dem  Würfel  mit 
Frequenzen  zwischen  v  und  v"  möglich  sind,  ist  somit  einfach  gleich 
der  Zahl  der  Gitterpunkte',  die  innerhalb  des  Raumes  liegen,  der 
begrenzt  wird  von  zwei  Kugelflächen  mit  den  Radien  r  und  wobei 

rc\\  r         2  CL     /  //         2  Ct  ,/ 

(9)  r  =  —  v  ,      r  =  —  v  . 

Da  nun  durchschnittlich  auf  die  Volumeinheit  ein  Gitterpunkt  kommt 
(weil  ja  der  Abstand  zweier  benachbarter  Gitterpunkte  der  Längen- 
einheit gleich  ist),  so  ist  die  Zahl  der  in  dem  Raumoktanten  zwischen 
den  beiden  Kugelflächen  enthaltenen  Gitterpunkte  angenähert  gleich  dem 
achten  Teil  des  Volumens  der  ganzen  Kugelschale,  die  von  den  beiden 
konzentrischen  Kugelflächen  eingeschlossen  wird.  Wir  nehmen  nun  an 
—  und  dies  wird  bei  späteren  Anwendungen  immer  der  Fall  sein  — , 
daß  v  und  v"  sehr  große  Zahlen  seien1;  es  kann  dann  selbst,  wenn  Av 
klein  ist  gegenüber  v',  noch  immer  die  zugehörige  Differenz  [r"  —  r)  als 
groß  angenommen  werden  gegenüber  der  Längeneinheit.  Man  kann 
daher  näherungsweise  das  Volumen  des  achten  Teiles  der  Kugelschale 
gleich  setzen 

(10)  V  =  I4r'2^(r"-  /).  ' 

Ebenso  groß  ist  die  Zahl  der  in  dem  Intervall  zwischen  v'  und  v" 
möglichen  Eigenschwingungen.  Nennen  wir  diese  Zahl  AZ,  so  finden 
wir  daher  (bei  Berücksichtigung  der  Gl.  9) 

A  „      7t  (2a  '  ,\2    2a  A 
AZ  =  —  — v  Av 

2  \  v      )  v 

oder,  wenn  wir  statt  v  einfach  v  schreiben, 

(11)  4.£~&**J,. 


1  In  der  Optik  hat  ja  die  Frequenz  die  Größenordnung  von  Hunderten  von 
Billionen! 


§106.   Das  statistische  Oleichgewicht  eines  schwingenden  Systems.  97 

Da  as  das  Volumen  des  Würfels  darstellt,  können  wir  somit  die  auf  die 
Volumeinheit  bezogene  Größe 


als  die  Dichte  der  Schwingungen  in  dem  Frequenzintervall 
zwischen  v  und  v  +  dv  bezeichnen.  Mit  der  Größe  des  Intervalls  und 
mit  dem  Volumen  multipliziert,  gibt  zv  die  Zahl  der  Schwingungen  an, 
deren  Frequenzen  innerhalb  des  Intervalls  liegen.  Die  Gl.  12,  derzu- 
folge  die  Schwingungsdichte  dem  Quadrate  der  Frequenz  pro-, 
portional  ist,  wurde  zuerst  von  Rayleigh  (1900)  und  in  exakterer  Weise 
durch  Jeans  (1905)  abgeleitet.2 


§  106.    Das  statistische  Gleichgewicht  eines  schwingenden  Systems. 

Indem  wir  wiederum  einen  von  stehenden  Schwingungen  erfüllten 
Würfel  betrachten,  greifen  wir  aus  der  Mannigfaltigkeit  der  Oszillationen 
diejenigen  heraus,  deren  Frequenz  in  dem  sehr  kleinen  Intervall  zwischen 
v  und  v  +  dv  liege.  Diese  Schwingungen  von  der  gleichen  Frequenz  v 
können  als  eine  Gesamtheit  von  Individuen  aufgefaßt  werden,  deren 
Energie,  wie  angenommen  werde,  kanonisch  verteilt  sei.  Nach  dem 
Quantenprinzip  (§  78)  ist  dann  jede  Eigenschwingung  einer  Reihe 
diskreter  Zustände  fähig,  in  denen  ihr  die  Energiewerte  0,  hv,  2hv, 
3h  v  usw.  zukommen.    Ist  der  Verteilungsmodul  6,  so  ist  daher 

e.  nhv 
'        n  =  oo  

(1)  2«"  6  =  2*~  9  ■ 

Nun  ist  nach  der  bekannten  Summenformel  für  geometrische  Reihen  für 
y  <  1 

(2)  l+3/  +  3/2  +  3/3+-..  =  T4i> 
also 

l-e  e 

DifTerentiieren  wir  diese  Gleichung  partiell  nach  0,  so  rinden  wir,  wenn 
wir  nachher  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  02  multiplizieren, 

(4)  2^"^ 


h  v 


1  —  e 


h_v 

h_v 
0 


2  Die  Ableitung  dieses  Abschnittes 
Fall  eines  Würfels  durchgeführt.  Aber 
Schnittes  und  noch  deutlicher  aus  den 
daß  die  Gl.  12  ganz  unabhängig  von  der 
HAAS,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II. 


wurde  allerdings  nur  für  den  besonderen 
aus  den  Betrachtungen  des  nächsten  Äb- 
späteren  Anwendungen  geht  klar  hervor, 
geometrischen  Form  gelten  muß. 

7 
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Dividieren  wir  nun  die  Gl.  4  durch  die  Gl.  '6,  so  muß  die  linke  Seite 
(nach  Gl.  16  des  §  99)  den  Mittelwert  der  Energie  darstellen,  der 
einer  einzelnen  Schwingung  von  der  Frequenz  v  zukommt.    Es  ist  alsur 

(5)  €  =  "7*5  

Multiplizieren  wir  nun  diesen  Wert  mit  der  Dichte  der  Schwingungen 
von  der  Frequenz  v  (Gl.  12  des  §  105),  so  erhalten  wir  die  Energie- 
dichte  für  die  betreffende  Frequenz,  die  mit  uv  bezeichnet  werde.1  Es 
ist  also 

/n\  4  TT  hv*  1 

(6)  %  =  -3  rz  ' 


wobei  v  wiederum  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Schwingungen 
bedeutet. 

Das  gesamte  System  von  stehenden  Schwingungen  können  wir  nun 
in  Teilsysteme  von  bestimmten  Frequenzwerten  zerlegen,  indem  wir  die 
Frequenzwerte  nach  Intervallen  abstufen.  Ein  derartiges  Teilsystem 
von  untereinander  gleich  rasch  erfolgenden  Schwingungen  haben  wir 
bisher  betrachtet.  Soll  sich  aber  nun  das  gesamte  Schwingungssystem 
im  statistischen  Gleichgewicht  befinden,  so  ist  dies  nach  §  101 
nur  dann  möglich,  wenn  alle  Teilsysteme  trotz  der  Verschieden- 
heit der  Frequenz  denselben  Wert  des  Verteilungsmoduls  haben. 

Ist  dies  der  Fall,  dann  läßt  sich  die  eigentliche  Energiedichte, 
die  mit  r]  bezeichnet  werde,  nach  der  Formel  berechnen 

oo 

(7)  ?]  =  J  uv  dv , 

0 

wobei  0  für  die  Integration  als  konstant  anzusehen  ist.   Es  wird  daher 

oo 

4  tl  h    r    v3  dv 


(8)  «  = 


r  vä 
I  T7 
J  7e 


v 

e  KV  -  1 


0 

Setzen  wir  zur  Vereinfachung  vorübergehend 

<9)  ~@^x>  Vz="nT' 

so  wird 

oo 

.4  r\\  4tt  @4   C #3  dx 

Um  das  bestimmte  Integral  dieser '  Gleichung  zu  berechnen,  gehen  wir 
von  der  Gl.  2  aus  und  ersetzen  in  ihr  y  durch  e~x\  dann  wird 


1  Es  ist  aber  zu  beachten,  daß  uv  nicht  die  physikalische  Dimension  einer 
Energiedichte  hat.    Dies  gilt  erst  für  das  Produkt  aus  uv  und  dv. 
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=  1  -f-  e-x  _j_  e-2x  _j_  e-Bx  +  # 


l-e~x  ex-l 
also 

l 


f.-r  1 

und  somit 


e-x  _j_  e-2x  _j_  g-3a!  +  .  .  . 


J- =  J ~- J e~2*(2x)3d(2x)  +  ~f  e~^{%xf  d{%x)-\- ... . 
Nun  ist  aber  nach  einer  bekannten  Formel 2  für  eine  beliebige  Variable  z 

oo 

(11)  fz3e-*dz  =  3l. 

o 

Da  3!  gleich  6  ist,  so  wird  also 

oo 

(12)  J-J^  =  %u, 


wobei  mit  a  die  Summe  der  konvergenten  Potenzreihe  bezeichnet  wird: 3 

(13)  «  =-^  +  -1-  +  ^  +  ^  +  ...=  1,0823. 
Es  ist  also 

/  -4    t\  24.71  (xG* 

(14)  n-    A,ga  • 

Im  statistischen  Gleichgewicht  ist  also  die  Energiedichte  der  vierten 
Potenz  des  Verteilungsmoduls  proportional. 

Um  nun  weiterhin  in  ähnlicher  Weise  die  freie  Energie  des 
quantenhaft  schwingenden  Systems  zu  berechnen,  betrachten  wir  wiederum 
zunächst  als  Teilsystem  diejenigen  Schwingungen,  deren  Frequenz  in 
dem  Intervall  zwischen  v  und  v  +  dv  liege.  Für  den  auf  das  einzelne 
Individuum  entfallenden  Anteil  an  der  freien  Energie  ergibt  sich  nach 
Gl.  18  des  6  99  der  Wert 


2  Diese  Formel  wird  folgendermaßen  abgeleitet.  Für  einen  beliebigen  Para- 
meter t  ist 


o 

~~  T 


Differentiieren  wir  partiell  nach  t,  so  finden  wir  bei  fortgesetzter  Differentiation  der 
Reihe  nach 

.  •  oo  oo  oo 

(IIb)        J xe~tz  dz  =  -i-;      J ^e-tzd%  =  ~^\      f  x*e~tzdz  = 

0  0  0 

Indem  man  t  gleich  1  setzt,  ergibt  sich  die  Gl.  11. 

3  Es  sei  nur  nebenbei  bemerkt  (was  aber  für  die  folgenden  Betrachtungen 
ganz  belanglos  ist),  daß  a  nichts  anderes  ist  als  7t4/ 90. 
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xl)  =-  Ohl  2  e  0 

n  =U 

also  nach  Gl.  3 

(15)  ;     y  =  01n(l  -  e~ 
Benutzen  wir  die  bekannte  Eeihenformel  für  den  Logarithmus  (y  <  1) 

(16)  ln(l-y)  =  -y-  £-J^--^_..., 


so  wird  daher,  bei  Benutzung  der  durch  die  Gl.  9  eingeführten  Ab- 
kürzung, 


(17) 


-ix 


+ 


+ 


+ 


Multiplizieren  wir  diese  Größe  mit  der  Dichte  der  Schwingungen  im 
Frequenzbereich  zwischen  v  und  v  -f-  dv  und  integrieren  wir  dann  wieder 
über.«/  von  0  bis  oo,  so  erhalten  wir  die  Dichte  der  freien  Energie, 
die  mit  J  bezeichnet  werde.    Es  ist  also 


vl  dv 


0 

oder  nach  Gl.  9 

oo  oo 

£  =  -  TF?[/ e~Xx*  dx  +  ^>5  e_2*(2*)2rf(2*) 

(18) 

*  0 

Nun  ist  ja  aber  für  eine  beliebige  Variable  z 

oo 

(19)  fe~zz2dz  =  2 


(nach  Gl.  IIb).  Daher  wird  bei  Benutzung  der  durch  die  Gl.  13  ein- 
geführten Abkürzung 

(20) 

Wie  ein  Vergleich  mit  der  Gl.  14  zeigt,  beträgt  also  die  freie  Energie 
eines  quantenhaft  schwingenden  Systems  (mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen)  ein  Drittel  der  gesamten  Energie.    Es  ist 


(21) 


E 

US  —  _. 

3 


Aus  dieser  Beziehung  läßt  sich  sogleich  eine  weitere  Folgerung 
ziehen.  Die  Energiedichte  hängt  ja  nach  Gl.  14  nur  von  einer  Variablen 
ab,  dem  Verteilungsmodul  (da  die  Wellengeschwindigkeit  als  konstant 
angesehen  werden  kann).    Die  Energie  selbst  hängt  daher  außer  von 
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dem  Verteilungsmodul  nur  von  einem  einzigen  Parameter,  dem  Volumen, 
ab.  Im  Sinne  der  früheren  Betrachtungen  (§  102)  erscheint  daher  ein 
quantenhaft  schwingendes  System  als  statistisch  homogen,  und  für 
seinen  Druck  gilt  daher  (nach  Gl.  8  des  §  102)  die  einfache  Beziehung 


Da  aber  nun  r\  nach  dem  früher  Gesagten  nur  von  dem  Verteilungs- 
modul abhängt,  so  wird  einfach 


(22) 

oder  nach  Gl.  21 
(23) 


(24) 


In  einem  quantenhaft  schwingenden  System  ist  der  Druck  gleich 
dem  dritten  Teil  der  Energiedichte. 


XIV.  Kapitel. 


Thermodynamik. 

§  107.   Die  Temperatur skala. 

Die  der  Experimentalphysik  als  Wärmeerscheinungen  bekannten 
Phänomene  finden  durch  die  Statistik  eine  theoretische  Erklärung,  wenn 
in  all  den  Fällen,  in  denen  Energie  in  einer  für  die  menschlichen 
Sinne  nicht  direkt  erkennbaren  Weise  über  eine  sehr  große  Zahl 
von  Individuen  verteilt  ist,  diese  Energie  als  Wärme  inter- 
pretiert wird.  Die  Individuen,  über  die  die  Wärmeenergie  im  Innern 
der  Körper  verteilt  ist,  identifiziert  hierbei  die  theoretische  Physik  mit 
den  Molekeln.1 

Alle  Größen,  die  im  statistischen  Sinne  der  Individuenzahl  propor- 
tional sind,  müssen  somit  im  thermischen  Sinne  proportional  sein  der 
Zahl  der  Molekeln  oder,  was  bei  chemisch  homogenen  Stoffen  das- 
selbe ist,  proportional  sein  der  Masse.  Man  kann  daher  alle  diese 
Größen  auf  eine  Grammolekel  oder  auch  auf  die  Masseneinheit 
beziehen.  .  , 

Aus  der  Elektronentheorie  geht  hervor,  daß  die  Kräfte,  die  zwischen 
den  Materieteilchen  wirken,  als  Zentralkräfte  angesehen  werden  müssen, 
die  nur  von  der  gegenseitigen  Entfernung  abhängen.  Für  ein  solches 
System  gilt  aber  (nach  §  15)  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie, 
der  eine  Voraussetzung  der  früheren  statistisch -energetischen  Betrach- 
tungen war.  Wenn  nun  die  inneren  Kräfte  nur  davon  abhängen,  wie 
nahe  die  einzelnen  Molekeln  einander  gebracht  sind,  dann  hängt  offen- 
bar die  innere  Energie  eines  einheitlichen  Körpers  nur  von  einem  Para- 
meter ab,  nämlich  von  dem  Volumen  der  Masseneinheit,  von  dem  so- 
genannten spezifischen  Volumen.  Es  erscheint  daher  gerechtfertigt, 
daß  Körper,  die  eine  einheitliche  physikalische  Beschaffenheit 
aufweisen,  auch  als  statistisch  homogen  angesehen  werden. 

Der  Experimentalphysik  sind  nun  verschiedene  Phänomene  bekannt, 
bei  denen  Energie,  die  von  der  Bewegung  von  Körpern  herrührt, 
oder  elektromagnetische  Energie  unter  Entwicklung  von  Wärme 
scheinbar  verloren  geht.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  Bewegungsenergie 


1  Bei  Grundstoffen,  bei  denen  keine  Molekelbildung  stattfindet,  werden  dem- 
entsprechend die  Atome  als  „einatomige  Molekeln"  angesehen. 
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durch  sogenannte  Bewegungshindernisse,  also  durch  Reibung  oder  durch 
den  Widerstand  des  Mittels,  zerstört  wird;  wenn  sich  ein  elektrischer 
Strom  in  einem  einen  galvanischen  Widerstand  aufweisenden  Leiter 
fortpflanzt,  wenn  von  elektromagnetischen  Wellen  getroffene  Körper  die 
Wellen  nicht  vollkommen  reflektieren.  In  all  diesen  Fällen 
nimmt  die  theoretische  Physik  an,  daß  die  scheinbar  verschwundene 
Energie  in  Wirklichkeit  nicht  verloren  gegangen  sei,  sondern  sich  auf 
sehr  viele  Individuen  verteilt  habe.  Die  in  solchen  Fällen  entstandene 
Wärme  ist  also  in  Energieeinheiten  meßbar,  indem  man  den 
scheinbaren  Verlust  an  Energie  feststellt,  was  bei  der  Reibungswärme 
und  der  Stromwärme  leicht  durchführbar  ist. 

Die  einem  System  von  Molekeln  zugeführte  oder  ihm  entzogene 
Energie  erscheint  nach  dieser  Auffassung  als  aufgenommene  oder 
abgegebene  Wärme.  Wenn  nun  zwei  Körper  miteinander  derart  in 
Verbindung  gebracht  werden,  daß  zwischen  ihnen  eine  Wärmeabgabe 
möglich  ist,  wenn  gleichwohl  aber  bei  ihnen  keine  Änderung  des  früheren 
Zustandes  eintritt,  so  muß  infolge  des  Bestehens  der  Zustandsgieichung 
daraus  geschlossen  werden,  daß  die  beiden  Körper  denselben  Wärme- 
modul haben.  Ein  Körper,  dessen  Zustand  leicht  veränderlich  ist,  kann 
daher  gewissermaßen  als  Thermoskop,  nämlich  als  Instrument  zur 
Feststellung  der  Gleichheit  von  Wärmemoduln  verwendet  werden. 
Wenn  nämlich  dieses  Instrument  in  Verbindung  mit  zwei  Körpern  A 
und  B  bei  konstantem  Druck  dasselbe  Volumen  oder  bei  konstantem 
Volumen  denselben  Druck  zeigt,  so  kann  daraus  geschlossen  werden, 
daß  die  Körper  A  und  B  zur  Zeit  ihrer  Verbindung  mit  dem  Instrument 
denselben  Wärmemodul  hatten.  We^m  ferner  die  Zustandsänderung  eines 
Körpers  K  derart  erfolgt,  daß  während  ihrer  ein  mit  dem  Körper  ver- 
bundenes Thermoskop  seinen  Zustand  nicht  ändert,  so  wissen  wir,  daß 
die  Zustandsänderung  des  Körpers  K  iso modulisch  erfolgt.  Anderer- 
seits können  wir  die  Zustandsänderung  eines  Körpers  adiabatisch  ge- 
stalten, indem  wir  ihn  allseitig  mit  einer  Substanz  umgeben,  von  der 
wir  aus  der  Erfahrung  wissen,  daß  sie  für  Wärme  undurchlässig  ist 
(was  z.  B.  mit  großer  Annäherung  bei  Watte  zutrifft). 

Auf  Grund  dieser  Tatsachen  läßt  sich  nun  durch  Messungen  an 
Kreisprozessen  eine  exakte  Skala  der  Wärmemodulwerte 
schaffen.  Ein  homogener  Körper  (am  besten  wegen  der  leichten  Zu- 
stand s Veränderlichkeit  ein  Gas)  befinde  sich  in  einem  Zustand  I,  wobei 
ein  mit  ihm  verbundenes  Thermoskop  einen  Stand  a  zeige.  Noch  vor 
der  Anstellung  des  Kreisprozesses  werde  das  Volumen  adiabatisch  ver- 
größert, bis  das  Thermoskop  einen  beliebigen  Stand  b  zeige.  Man  stellt 
dann  fest,  daß  sich  hierbei  der  Körper  in  einem  durch  Volumen  und 
Druck  bestimmten  Zustand  befindet,  der  IV  genannt  werde.  Man  hätte 
dann  einen  Kreisprozeß  folgendermaßen  vorzunehmen: 

Man  bringt  den  Körper  aus  dem  Zustand  I  durch  isomodulische 
Ausdehnung  in  einen  beliebigen  Zustand  II;  dann  läßt  man  ihn  sich 
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adiabatisch  ausdehnen,,  bis  in  einem  Zustand  III  das  Thermoskop  den 
vorhin  erwähnten  Stand  b  zeigt.  Dann  werde  der  Körper  durch  iso- 
modulische  Kompression  in  den  Zustand  IV  und  von  dort  adiabatisch 
wieder  in  den  Zustand  I  übergeführt.  Man  mißt  einerseits  in  Energie- 
einheiten die  Wärmemenge,  die  etwa  auf  galvanischem  Wege  bei  ent- 
sprechender Stromstärkeregulierung  während  der  isomodulischen  Über- 
führung von  I  nach  II  zugeführt  wird.  Andererseits  mißt  man  in 
Energieeinheiten  die  gesamte  Arbeit,  die  bei  dem  Kreisprozeß  verrichtet 
wird.  Man  tut  dies  am  einfachsten,  indem  man  den  Prozeß  in  einer 
jo-F-Ebene  graphisch  darstellt  und  den  Flächeninhalt  der  von  den  vier 
Teilkurven  begrenzten  Figur  (des  sogenannten  Diagramms)  ausmißt;  denn 
dieser  Flächeninhalt  ist  ja  gleich  Jp  d  V  oder  gleich  der  verrichteten 
Arbeit.  Dividiert  man  diese  Arbeit  durch  jene  in  Energieeinheiten  ge- 
messene Wärmemenge,  so  erhält  man  den  Wirkungsgrad  des  Kreis- 
prozesses. 

Wir  führen  nun  als  Fundamentalwerte  des  Wärmemoduls  die- 
jenigen ein,  die  bei  normalem  Atmosphärendruck2  schmelzen- 
dem Eis  und  siedendem  Wasser  zukommen,  wobei  wir  empirisch 
feststellen  können,  daß  sowohl  während  des  Schmelzvorganges  als  auch 
während  des  Siedeprozesses  das  Thermoskop  (aus  später  zu  erörternden 
Gründen3)  seinen  Stand  nicht  ändert.  In  Übereinstimmung  mit  der 
Experimentalphysik  machen  wir  den  Eispunkt  zum  Nullpunkt  einer  will- 
kürlichen Skala  und  •  setzen  den  Unterschied  der  beiden  Fundamental- 
werte des  Moduls  willkürlich  gleich  hundert  Skaleneinheiten  oder 
Graden;  wir  bezeichnen  dann  die  Zahl,  die  in  dieser  willkürlichen 
Skala  dem  Wärmemodul  entspricht,  als  Temperatur. 

Indem  wir  einen  Kreisprozeß  derart  durchführen,  daß  seine  iso- 
modulischen Teil  Vorgänge  bei  100°  und  bei  0°  verlaufen,  können  wir 
(nach  Gl.  11  des  §  103)  feststellen,  wieviel  Grade  unterhalb  des  Eis- 
punktes der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur  liegt.  Diese  Zahl 
beträgt,  wie  auch  aus  anderen,  leichter  zu  bewerkstelligenden,  später  zu 
besprechenden4  Beobachtungen  hervorgeht,  273,1°.  Die  Zahl  von  Graden, 
die  man  erhält,  wenn  man  zu  den  von  dem  Eispunkt  an  gezählten  noch 
die  Zahl  273,1  hinzuaddiert,  bezeichnet  man  als  die  absolute  Tempe- 
ratur; für  sie  ist  allgemein  die  Bezeichnung  durch  den  Buchstaben  T 
gebräuchlich.  Wärmemodul  und  absolute  Temperatur  können  daher  nur 
durch  einen  universellen  Proportionalitätsfaktor  verschieden  sein. 

Indem  wir  nun  schließlich  den  Kreisprozeß  derart  durchführen,  daß 
bei  dem  ersten  Teilprozeß  das  Thermoskop  einen  ganz  beliebigen  Stand 


.  2  Der  normale  Atmosphärendruck  ist  gleich  der  Kraft,  die  eine  Quecksilber- 
säule (in  thermischer  Verbindung  mit  schmelzendem  Eis)  bei  76  cm  Höhe  und  1  qcm 
Querschnitt  durch  ihr  Gewicht  an  einem  Orte  von  der  geographischen  Breite  von 
45°  ausübt.    In  absolutem  Maß  ist  dieser  Druck  gleich  1  013 250  g  cm-1  sec-2. 

3  S.  §  114. 

4  S.  §  115. 
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habe,  während  der  dritte  Teilprozeß  bei  der  Temperatur  des  schmelzen- 
den Eises  verlaufe,  können  wir  für  jeden  beliebigen  Stand  des  Thermo- 
skopes  (nach  Gl.  12  des  §  103)  den  richtigen  Wert  der  Temperatur  er- 
mitteln und  derart  das  Thermoskop  zu  einem  exakten  Temperaturmesser 
oder  Thermometer  ausgestalten. 


In  der  physikalischen  Praxis  erfolgte  die  Konstruktion  der  Tempe- 
raturskala freilich  in  viel  einfacherer  Weise  als  in  der  angegebenen,  die 
vom  Standpunkte  der  theoretischen  Physik  als  die  vollkommenste  er- 
scheinen müßte.  Hat  bei  dem  Eispunkte  eine  thermometrische  Substanz 
(etwa  Quecksilber)  das  Volumen  V0,  bei  dem  Siedepunkt  aber  das  Vo- 
lumen V100  und  bei  einer  unbekannten  Temperatur  &  das  Volumen  F, 
so  wurde  &  einfach  gleich  gesetzt  (V  —  V^I{V1Q0  —  V0).  Die  Größe  & 
erscheint  dann  als  Temperatur  in  der  Skala  der  betreffenden  thermo- 
metrischen  Substanz.  Für  die  praktische  Brauchbarkeit  dieses  einfachen 
Verfahrens  spricht  die  Tatsache,  daß  die  Skalen  verschiedener  geeigneter 
thermometrischer  Substanzen  (Quecksilber,  Weingeist,  Luft  usw.)  nur 
wenig  voneinander  abweichen.  Als  die  vollkommenste  thermometrische 
Substanz  wird  aus  später5  zu  erörternden  Gründen  der  Wasserstoff 
angesehen,  weshalb  nach  seiner  Skala  die  der  anderen  thermometrischen 
Substanzen  korrigiert  werden.6  Der  Gedanke,  eine  wahrhaft  exakte 
Temperaturskala  auf  die  Messungen  von  Kreisprozessen  zu  gründen, 
stammt  von  William  Thomson  (1855).  (Von  einem  geeigneten  Ver- 
fahren zur  Feststellung  der  Thomson  sehen  Temperaturskala  wird  in 
§  113  die  E^de  sein.) 

§  108.   Die  Kalorimetrie. 

Die  Schaffung  der  Temperaturskala  ermöglicht  auch  eine  einfache 
Messung  von  Wärmemengen,  wodurch,  es  überflüssig  wird,  in  jedem 
einzelnen  Falle  das  komplizierte  Verfahren  der  direkten  Messung  in 
Energieeinheiten  einzuschlagen.  Nach  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der 
Energie  ist  die  Wärmemenge,  die  zu  einer  endlichen  Zustandsänderung 
notwendig  ist,  gegeben  durch  den  Ausdruck 

Vo 

(1)  ^dQ^^-^+fpdF, 

Fi 

wobei  sich  die  Indizes  1  und  2  auf  Anfangs-  und  Endzustand  beziehen. 
Erfolgt  aber  nun  die  Zustandsänderung  bei  konstantem  Druck,  so 
wird  das  Integral  einfach  gleich  p{V2—  FJ,  so  daß  also  in  diesem  Falle 


5  S.  §  116. 

6  Aus  der  Experimentalphysik  ist  ja  bekannt,  daß  die  Skala,  die  den  Eispunkt 
und  den  Siedepunkt  als  Fundamentalpuukte  wählt  und  deren  Skalenabstand  gleich 
hundert  Graden  setzt,  von  Celsius  stammt  (1742). 
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der  Gesamtbetrag  der  zugeführten  Wärme  einzig  und  allein  vom  Anfangs- 
und vom  Endzustand  abhängt.  Aas  der  Zustandsgieichung  folgt  somit, 
daß  stets  dieselbe  Wärmemenge  notwendig  ist,  um  einen  gegebenen 
Körper  bei  konstantem  normalen  Atmosphärendruck  von  einer  Anfangs- 
temperatur T1  auf  eine  Endtemperatur  1\  zu  erwärmen,  wobei  wegen 
der  molekularen  Zusammensetzung  diese  Wärmemenge  wieder  propor- 
tional sein  muß  der  Masse  des  erwärmten  Körpers. 

Man  kann  daher  in  willkürlicher  Weise  eine  Wärmeeinheit 
schaffen,  indem  man  als  Kalorie  diejenige  Wärmemenge  definiert,  die 
bei  konstantem  normalen  Atmosphärendruck  1  g  Wasser  von  15°  auf  16° 
(von  dem  Eispunkt  an  gemessen)  erwärmt.1  Man  kann  nun  durch  die- 
selbe Wärmemenge  (die  etwa  in  beiden  Fällen  durch  gleich  starke  elek- 
trische Ströme  bei  gleichem  Widerstand  in  gleicher  Zeit  erzeugt  werden 
möge)  das  eine  Mal  xg  Wasser  von  15°  auf  16°  erwärmen,  das  andere 
Mal  y  g  Wasser  von  #j0  auf  &2°.  Man  weiß  dann,  daß  zur  Erwärmung 
von  1  g  Wasser  von  &®  auf  &2°  x\y  Kalorien  erforderlich  sind.  Der- 
art kann  man  von  Grad  zu  Grad  feststellen,  wieviel  Kalorien  zu  einer 
Erwärmung  von  1  g  Wasser  um  je  einen  Grad  nötig  sind  (z.  B.  wird 
eine  Erwärmung  von  1  g  Wasser  von  30  auf  31°  durch  0,9968  cal  be- 
wirkt). Jede  beliebige  Wärmemenge  läßt  sich  also  in  Kalorien  messen, 
indem  man  feststellt,  welche  Temperaturerhöhung  sie  bei  einer  beliebigen 
Menge  Wasser  hervorruft. 

Die  Zahl  der  Energieeinheiten,  die  einer  Kalorie  gleich  sind,  nennt 
man  das  mechanische  Wärmeäquivalent.2  Es  ist  ohne  weiteres 
bestimmbar,  indem  man  eine  Menge  Wasser  durch  Eeibung  oder  durch 
den  galvanischen  Strom  erwärmt  und  die  erzeugte  Wärmemenge  einer- 
seits in  Kalorien,  andererseits  (durch  den  scheinbaren  Energie verlust 
bestimmt)  in  Energieeinheiten  ausdrückt.  Für  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent haben  die  Messungen  den  Wert  ergeben3 

(2)  /=  4,19. 107  erg  =  427  g-m . 

§  109.    Die  beiden  Hauptsätze  der  Thermodynamik. 

Da  die  in  Graden  gemessene  Temperatur  und  der  Wärmemodui 
voneinander  nur  durch  einen  universellen  Proportionalitätsfaktor  ver- 
schieden sind,  so  müssen  die  in  der  allgemeinen  Statistik  gewonnenen 

1  Nullpunktskalorie  nennt  man  die  Wärmemenge,  die  1  g  Wasser  von  0 0  auf 
1°  erwärmt;  sie  ist  ungefähr  1,008 mal  größer  als  die  vorhin  definierte  Kalorie. 
Bisweilen  wird  diese  aber  auch  definiert  als  die  Wärmemenge,  die  1  g  Wasser  von 
14l/2°  auf  1°  V20  erwärmt;  der  Unterschied  ist  allerdings  nur  sehr  gering.  Mittlere 
Kalorie  nennt  man  den  hundertsten  Teil  der  Wärmemenge,  die  1  g  Wasser  von 
0°  bis  100°  erwärmt.  Sie  ist  etwa  ebenso  groß  wie  die  eigentliche  Kalorie  (von  15°). 
Unter  großer  Kalorie  versteht  man  den  tausendfachen  Betrag  einer  „kleinen"  Kalorie, 
indem  die  Wärmemenge  dann  auf  1  kg  statt  auf  1  g  bezogen  wird. 

2  Den  reziproken  Wert  nennt  man  das  kalorische  Arbeitsäquivalent. 

3  Auf  die  Nullpunktskalorie  bezogen  ist  J  =  4,22  .  107  erg  =  430  g-m. 
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Sätze  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  in  ihnen  der  Verteilungsmodul  der 
absoluten  Temperatur  proportional  gesetzt  und  statt  von  Energie  von 
Wärme  gesprochen  wird.  In  ihrer  Übertragung  auf  die  Wärmelehre  er- 
geben somit  die  am  Schlüsse  des  §  100  ausgesprochenen  Sätze  die 
grundlegenden  Beziehungen  der  Wärmelehre,  die  als  die  beiden  Haupt- 
sätze der  Thermodynamik  bezeichnet  werden. 

Der  erste  Hauptsatz  lautet  folgendermaßen:  Wird  einem  System 
eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  zugeführt,  während  es  gleichzeitig 
Arbeit  verrichtet,  so  stellt  die  Differenz  zwischen  zugeführter 
Wärme  und  verrichteter  Arbeit  das  vollständige  Differential 
einer  Funktion  dar,  die  als  innere  Energie  nur  von  dem  augenblick- 
lichen Zustand  des  Systems  abhängt  und  daher  bei  einer  Zahl  von  r  Para- 
metern durch  (k  +  1)  unabhängige  Zustan dsvariable  bestimmt  ist. 

Überdies  wird  in  den  Inhalt  des  ersten  Hauptsatzes  eine  aus  der 
statistisch -energetischen  Auffassung  der  Wärme  als  selbstverständlich 
folgende  Tatsache  einbezogen,  daß  nämlich  in  allen  Fällen,  in  denen 
durch  scheinbaren  Verlust  an  Energie  Wärme  entwickelt  wird,  zwischen 
der  in  Kalorien  gemessenen  Wärme  und  dem  in  Energieeinheiten  ge- 
messenen Energieverlust  ein  konstantes  Umwandlungs Verhältnis 
besteht. 

Den  Kern  des  zweiten  Hauptsatzes  bildet  die  aus  der  all- 
gemeinen Statistik  folgende  Tatsache,  daß  der  Quotient  aus  der  zu- 
geführten infinitesimalen  Wärme  und  der  Temperatur  das 
Vollständige  Differential  einer  zweiten  Funktion  darstellen  muß, 
die  ebenfalls  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  des  Systems  ab- 
hängen kann  und  daher  ebenfalls  bei  einer  Zahl  von  r  Parametern 
durch  (r  +  1)  unabhängige  Zustandsvariable  bestimmt  sein  muß.  Diese 
Funktion  wird  in  der  Thermodynamik  als  Entropie  bezeichnet;  sie  ist 
also  durch  die  Gleichung  definiert 

(1)  dS  =  ^- 

Die  Entropie  muß  somit  dieselben  Eigentümlichkeiten  zeigen  wie  der 
Wahrscheinlichkeitslogarithmus,  dem  sie  proportional  ist.  Auch  die 
Entropie  scheint  einem  Maximum  zuzustreben  und  nur  bei 
reversiblen  Vorgängen  konstant  zu  bleiben. 

Die  Entropie  eines  Systems  von  Körpern  ist  (nach  Gl.  1  des  §  101) 
gleich  der  Summe  der  Entropien  der  einzelnen  Körper,  die  Entropie 
eines  einzelnen  Körpers  somit  wieder  proportional  seiner  Masse.1  Indem 
Wir  statt  von  statistischem  von  thermodynamischem  Gleichgewicht 
sprechen,  erkennen  wir,  daß  ein  solches  nur  möglich  ist  zwischen 
Körpern  von  gleicher  Temperatur.  Körper  von  verschiedener 
Temperatur  trachten   diese  auszugleichen,   und   zwar  derart,  daß 


1  Dies  folgt  allerdings  auch  schon  daraus,  daß  der  Wahrscheinlichkeitsloga- 
rithmus der  Individuenzahl  proportional  ist. 
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Wärme  nicht  von  selbst  von  einem  kälteren  zu  einem  wärmeren 
Körper  übergeht. 

Da  nach  Gl.  1  durch  jede  Wärmeaufnahme  die  Entropie  eines 
Körpers  vermehrt  wird  und  dies  daher  für  jeden  Vorgang  gilt,  bei  dem 
anderweitige  Energie  eines  abgeschlossenen  Systems  durch  individuelle 
Aufteilung  in  Wärme  verwandelt  wird,  so  muß  die  in  einem  ab- 
geschlossenen System  enthaltene  Energie  ein  scheinbares  Bestreben  zeigen, 
sich  allmählich  völlig  in  Wärme  umzuwandeln.  Man  bezeichnet 
diese  scheinbar  fortschreitende  Umwandlung  als  Dissipation,  Zer- 
streuung, Degradation  oder  Entwertung  der  Energie.2 

Bezeichnen  wir  den  universellen  Proportionalitätsfaktor  zwischen 
Wärmemodul  und  absoluter  Temperatur  mit  k,  setzen  wir  also 

(2)  0  —  k  T, 

so  wird  (nach  Gl.  1  des  §  109  und  Gl.  16  des  §  100) 

(3)  £  =  Alnr, 

wobei  stillschweigend  die  Definition  der  Entropie  durch  die  Forderung 
ergänzt  wird,  daß  die  Entropie  von  dem  Wahrscheinlichkeitslogarithmus 
durch  keine  additive  Koustante  verschieden  sei.  Nach  Boltzmann,  der 
im  Jahre  1866  die  statistische  Auffassung  der  Entropie  begründete, 
nennt  man  die  Größe  k  die  Boltzmann  sehe  Konstante  und  bezeichnet 
als  BoLTZMANNsches  Entropiegesetz  die  Beziehung,  derzufolge  die 
Entropie  proportional  ist  dem  Logarithmus  der  statistischen  Wahr- 
scheinlichkeit der  individuellen  Verteilung  der  Wärmeenergie. 


Zu  einem  Zweige  der  theoretischen  Physik  ist  die  Thermodynamik 
erst  in  der  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  geworden.  Allerdings  war  schon 
im  Beginne  des  18.  Jahrhunderts  die  Thermometrie3  und  gegen  Ende 
des  18.  Jahrhunderts  die  Kalorimetrie4  begründet  worden.  Auch  hatte 
in  seiner  berühmten,  1822  erschienenen  „Analytischen  Theorie  der  Wärme" 
Fourier  bereits  eine  exakte  Theorie  der  Wärmeleitung  geschaffen. 
Im  Jahre  1842  stellte  Robert  Mayer  das  wichtige  Prinzip  auf,  daß 
zwischen  der  bei  einem  scheinbaren  Energieverlust  entwickelten  Wärme 
und  der  scheinbar  verschwundenen  Energie  ein  konstantes  Umwand- 
lungsverhältnis bestehe.    Dasselbe  Prinzip  gewann  gleichzeitig  mit 


2  Die  Energie  wird  deshalb  „entwertet",  weil  die  Wärme  nicht  wieder  durch 
Rückverwandlung  in  andere  Formen  von  neuem  nutzbar  gemacht  werden  kann: 
denn  bei  einer  solchen,  ohne  anderweitige  Kompensation  erfolgenden  Rückverwand- 
lung würde  ja  die  Entropie  vermindert  werden. 

3  Der  eigentliche  Begründer  der  Thermometrie  war  Fahrenheit. 

4  Die  Verschiedenheit  der  spezifischen  Wärme  bei  verschiedenen  Körpern 
stellte  zuerst  Wilke  (1772)  fest.  Um  die  weitere  Entwicklung  der  Kalorimetrie 
machten  sich  vor  allem  verdient  Black,  Dülong  und  Petit,  LaVoisier  und  Laplace 
und  Regnault. 


§  110.    Die  Irreversibilität. 
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Mayek,  doch  unabhängig  von  ihm,  auch  Joule.  Die  theoretisch- exakte 
Begründung  des  Prinzipes  ist  vor  allem  das  Verdienst  von  Helmholtz 
(1847).  Die  Bestimmnng  des  Wärmeäquivalentes  gelang  Mayer  auf 
theoretischem  Wege5,  Joule  durch  Messungen  der.  galvanischen  und 
der  Reibungswärme. 

Der  zweite  Hauptsatz  der  Thermodynamik  wurde  (durch  rein  phä- 
nomenologische Betrachtungen)  von  Clausius  (1850)  und  von  William 
Thomson  (1851)  gefunden.  Von  Clausius  stammt  der  Begriff  der 
Entropie,  von  Thomson  der  der  Energieentwertung.  Bei  der  Begründung 
des  zweiten  Hauptsatzes  konnten  wichtige  Forschungsergebnisse  ver- 
wertet werden,  die  bei  der  Betrachtung  thermischer  Kreisprozesse 
bereits  im  Jahre  1824  Sadi  Caenot  gewonnen  hatte.6 

•In  der  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  erfolgte  auch  die  Begründung 
der  mechanischen  Wärmetheorie,  die  die  Wärme  als  individuell 
verteilte  Bewegungsenergie  auffaßt.7  Der  erste  Hauptsatz  fand  durch 
diese  Annahme  sofort  seine  Erklärung;  mit  großem  Erfolge  wurde  die 
kinetische  Vorstellung  von  Krönig,  Joule,  Clausius  und  Max- 
well zur  Erklärung  der  Eigenschaften  der  Gase  verwendet  (s.  §  115). 
Die  statistische  Deutung  des  zweiten  Hauptsatzes,  die  Zurückführung 
der  Irreversibilität  auf  die  Atomistik,  ist,  wie  schon  erwähnt, 
das  Verdienst  von  Boltzmann.  Sein  Gedanke  ist  hauptsächlich  von 
Smoluchowski  (im  Beginne  des  20.  Jahrhunderts)  weiter  ausgestaltet 
und  vertieft  worden,  während  die  Ausbildung  der  statistischen  Methode 
an  der  Hand  statistisch-mechanischer  Probleme  vor  allem  Gibbs 
zu  verdanken  ist. 

§  110.    Die  Irreversibilität. 

Der  Satz  von  der  Vermehrung  der  Entropie  gründet  sich  auf 
WahrscheinlichkeitsbetrachtuDgen  der  allgemeinen  Statistik.  Er  ist 
daher  kein  Gesetz  im  eigentlichen  Sinne  dieses  Wortes;  er  ist  eine 
Regel,  die  bei  physikalischen  Prozessen  häufiger  befolgt  als  ver- 
letzt wird.  Wird  durch  einen  bestimmten  Vorgang  die  statistische 
Wahrscheinlichkeit  eines  Systems  auf  den  z-fachen  Betrag  erhöht  und 
stellen  wir  die  Behauptung  auf,  daß  dieser  Vorgang  immer  nur  in  der 
einen  Richtung  erfolge,  also  irreversibel  sei,  so  kommt  auf  z  Fälle,  in 
denen  sich  die  Behauptung  als  richtig  erweist,  nur  ein  einziger 
Fall,  in  dem  sie  durch  eine  Erfahrungstatsache  widerlegt  wird. 
Die  Zahl  z  kann  somit  als  Maß  der  Irreversibilität  angesehen -werden. 

Findet  nun  bei  einem  Vorgang  eine  Vermehrung  der  Entropie  um 
die  Größe  A  8  statt,  so  wird  dadurch  der  Logarithmus  der  statistischen 


5  S.  §  115. 

6  In  eine  exakt  mathematische  Form  hat  die  Carnot  sehen  Gedanken  Clapeyron 
(1833)  gebracht. 

7  Diese  Auffassung  vertrat  in  wissenschaftlicher  Weise  zuerst  Eumforu 
um  1800. 
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Wahrscheinlichkeit  erhöht  um  den  Betrag  [Ab)jh\  die  Zahl  z,  die  es 
angibt,  auf  das  Wievielfache  des  früheren  Betrages  die  statistische  Wahr- 
scheinlichkeit erhöht  wurde,  ist  dann  durch  die  Beziehung  bestimmt 

a  s 

(1)  z  «.  e'k  . 

Um  z  in  bestimmten  Fällen  berechnen  zu  können,  ist  allerdings  die 
Kenntnis  der  Boltzmann sehen  Konstanten  k  notwendig;  deren  Wert 
beträgt,  wie  sich  aus  späteren  Betrachtungen  (§  115)  ergeben  wird  und 
wie,  diesen  vorgreifend,  schon  jetzt  bemerkt  sei,  1,34- 10-16  erg  grad-1. 

Als  einfachstes  Beispiel  eines  mit  einer  Entropievermehrung  ver- 
bundenen Prozesses  wollen  wir  einen  Temperatur  au  Sgl  eich  betrachten. 
Bei  Zimmertemperatur  mögen  zwei  um  1 0  in  ihren  Temperaturen  ver- 
schiedene, sonst  isolierte  Körper  (von  etwa  15°  und  16°)  miteinander  in 
Verbindung  gebracht  werden.  Von  dem  um  einen  Grad  wärmeren  Körper 
gehe  eine  Wärmemenge  in  dem  sehr  kleinen  Betrage  von  einem  Erg 
über  (also  nicht  einmal  ausreichend,  um  1  mg  Wasser  um  Viooo0  zu  er" 
wärmen).1  Die  dadurch  bedingte  Vermehrung  des  Wahrscheinlichkeits- 
logarithmus  ist  (nach  Gl.  2  des  §  101) 

AS_  _  1  erg  (1  1_\  =  o  lf)10 

Je  k     \288°       289°;  ' 

Es  muß  daher  in  diesem  Falle  nach  GL  1 

10 

z  >  1010 

sein.  Die  durch  die  Zahl  z  gemessene  Irreversibilität  ist  also  bei  dem 
betrachteten  geringfügigen  Temperaturausgleich  weit  über  alles  mensch- 
liche Vorstellungsvermögen  groß;  denn  um  die  Zahl  z  in  Ziffern  aus- 
zuschreiben, würde  man  erst  mit  einem  Papierstreifen  von  der  Länge 
des  Erdumfanges  auskommen.  Auf  z  Fälle,  in  denen  das  Erg  von 
dem  wärmeren  auf  den  kälteren  Körper  übergeht,  kommt  aber  erst  ein 
einziger  Fall,  in  de%  sich  der  Vorgang  in  der  umgekehrten  Richtung 
abspielt. 

Stellt  man  also  die  Behauptung  auf,  daß  Wärme  nie  von  selbst 
in  wahrnehmbarer  Weise  von  einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper 
(ohne  Kompensation)  übergehe,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß 
diese  Behauptung  durch  ein  Experiment  widerlegt  werde,  unter  allem 
Vorstellungs vermögen  gering.2  Selbst  wenn  Millionen  Physiker  durch 
Millionen  Jahre  alle  Minuten  von  neuem  das  Experiment  anstellen 
würden,  daß  sie  bei  Zimmertemperatur  zwei  um  einen 'Grad  verschie- 


1  Denken  wir  uns  die  beiden  Körper  genügend  groß,  so  kann  gegenüber  dem 
Wärmeinhalt  jedes  Körpers  die  Wärmemenge  von  einem  Erg  als  „infinitesimal 
klein"  angesehen  werden. 

2  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Ausnahmefalls  wird  indessen  größer,  wenn  statt 
eines  Erg  eine  kleinere  Wärmemenge  betrachtet  und  auch  die  Temperaturdifferenz 
kleiner  als  ein  tausendstel  Grad  angenommen  wird. 
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dene  Körper  miteinander  in  Verbindung  setzen,  so  hätten  sie  nur  eine 
unvorstellbar  geringe  Aussicht,  auch  nur  einmal  es  zu  beobachten,  daß 
die  Wärmeabgabe  statt  seitens  des  wärmeren  seitens  des  kälteren  Kör- 
pers in  einem  Betrage  von  wenigstens  einem  Erg  erfolge.  Aber  so  un- 
geheuer selten  auch  ein  solcher  Fall  sein  mag,  seine  Wahrscheinlichkeit 
ist  immerhin  größer  als  Null,  und  in  hinreichend  großen  Zeiten, 
die  freilich  weit  größer  wären,  als  daß  ein  Mensch  sie  sich  vorstellen 
könnte,  müßte  ein  Beobachter  einen  so  ungeheuer  seltenen  Aus- 
nahmefall doch  wenigstens  einmal  wahrnehmen. 

Das  thermodynamische  Gleichgewicht  stellt  für  ein  System, 
dessen  individuelle  Energieverteilung  sich  ständig  ändert,  also  wohl  den 
Normalzustand  dar;  die  eigentlich  stets  vorhandenen  Abweichungen 
von  ihm  wären  aber  fast  immer  völlig  unmerklich.  Nur  ungeheuer, 
ungeheuer  selten  überschreiten  die  Abweichungen  die  Grenze  mensch- 
licher Erkennbarkeit  und  zwar  je  weiter,  desto  seltener.  Selbst  makro- 
skopisch erkennbare  mechanische  und  elektrische  Vorgänge  können  in 
einem  System  durch  Verteilungsänderung  von  selbst  eintreten.  Eine 
solche  aus  dem  Gleichgewicht  von  selbst  hervorgegangene  und  zu  ihm 
zurück  streb  ende  Periode  makroskopischen  Geschehens  würde  freilich  nur 
eine  unvorstellbar  seltene  Ausnahmeepisode  in  der  Geschichte 
des  Systems  bedeuten.  So  lange  diese  Periode  an  sich  auch  währen 
mag,  sie  wäre  unbegreifbar  kurz  gegenüber  der  Zeit,  die  vergehen  müßte, 
bis  eine  solche  Periode  makroskopischen  Geschehens  wieder  einmal  von 
selbst  wiederkehren  würde. 

§  111.    Die  freie  Energie  und  das  thermodynamische  Potential. 

Die  freie  Energie,  für  die  in  der  Thermodynamik  statt  des  in 
der  Statistik  benutzten  Zeichens  W  die  übliche  Bezeichnung  F  gebraucht 
werde,  hängt  (nach  Gl.  19  des  §  99)  mit  dem  Wahrscheinlichkeitsloga- 
rithmus und  dem  Wärmemodul  durch  die  Beziehung  zusammen 

F-F  =  ein  W 

oder  (nach  Gl.  2  und  3  des  §  109)  mit  der  Temperatur  und  der  Entropie 
durch  die  Gleichung 

(1)  F=F-TS. 

Die  Größen,  die  in  der  Statistik  als  statistische  Kräfte  bezeichnet  wurden, 
werden  in  der  Thermodynamik  thermische  Kräfte  genannt  (obwohl 
sie  keineswegs  die  physikalische  Dimension  einer  Kraft  haben  müssen). 
Nennen  wir  sie  wiederum  Uv  U2  usw.  und  fassen  wir  die  freie  Energie 
als  Funktion  der  Temperatur  und  der  Parameter  auf,  so  gelten 
(nach  den  Gl.  1  des  §  102)  die  Beziehungen 


8F         TT  8F 
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Andererseits  ist  (nach  Gl.  11  des  §  100) 

dF      F      E'         ,  ur 

=  W  -  ¥  -  - lß  r' 

also 

(3)  -       -  8. 

Die  als  Funktion  der  Temperatur  und  der  Parameter  aufgefaßte  freie 
Energie  hat  also  die  Eigentümlichkeit,  daß  ihre  negativen  partiellen  Ab- 
leitungen nach  den  Parametern  und  der  Temperatur  die  thermischen 
Kräfte  und  die  Entropie  ergeben. 

Mit  der  geleisteten  Arbeit  hängt  die  freie  Energie  (nach  Gl.  9  des 
§  100)  durch  die  Beziehung  zusammen 

(4)  dF=^dT-dA 

oder  auch  (nach  Gl.  3  des  §  111  und  GL  2  des  §  102) 

(5)  dF  =  -SdT-  VYdux  -  V%dv%  -  ... 

Verläuft  also  ein  Prozeß  bei  konstanter  Temperatur  oder  (wie  wir  in 
Übertragung  des  früher  gebrauchten  Wortes  „isomodulisch"  nun  sagen 
wollen)  isotherm,  so  wird  einfach 

(6)  dF  =  -dA. 

Bei  isothermen  Prozessen  ist  also  die  geleistete  Arbeit  gleich  der 
Abnahme  der  freien  Energie. 

Für  Prozesse,  die  ohne  Leistung  äußerer  Arbeit  verlaufen, 
wird  andererseits  nach  Gl.  4  und  3 

(7)  dF=^dT  =  -SdT.  . 

Multiplizieren  wir  den  ersten  und  dritten  der  gleichgesetzten  Ausdrücke 
mit  T  und  berücksichtigen  wir  die  Gl.  1,  so  ergibt  sich  die  Beziehung 

(8)  E-F^-T^. 

Diese  Gleichung  wurde  zuerst  (1882)  von  Helmholtz  aufgestellt  (von 
dem  überhaupt  der  Begriff  der  freien  Energie  stammt J)  und  wird  darum 
gewöhnlich  als  die  Gleichung  von  Helmholtz  bezeichnet.  Sie  ist  von 
großer  Wichtigkeit  wegen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  alle  Prozesse,  bei 
denen  Temperaturänderungen  ohne  äußere  Arbeit  erfolgen.2 

Mit  dem  Begriff  der  freien  Energie  hängt  enge  der  des  thermo- 
dynamischen  Potentials  zusammen.  Dieses  ist  definiert  durch  die 
Gleichung 


1  Natürlich  nur  im  thermodynami sehen  Sinn. 

2  Das  wichtigste,  von  Helmholtz  selbst  schon  behandelte  Beispiel  für  die 
Anwendung  der  Helmholtz  sehen  Gleichung  stellt  die  Theorie  des  galvanischen 
Elementes  dar. 
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(9)  <I>  =  F  +  Ux  Ul+  U2u2+  ... 
Durch  totale  Differentiation  folgt 

dO  =  dF  +  U1du1  +  U2du2  -+-    ...  +  uxd  Ux  r\-  u2dU2  +  .  .  . 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  5 

(10)  et®  =  -  SdT  +  ttx  d  ü-t  +  ut  d  U2  +  . . .  . 

Wird  das  thermodynamische  Potential  aufgefaßt  als  Funktion  der 
Temperatur  und  der  thermischen  Kräfte,  wird  also  gesetzt 

Ül)  0  =  cp(T,  Uv  U2  ...), 

so  gelten  die  Beziehungen 

d  0       n  d® 

(12)  -JT  =  8>  ^  =  ?/i'USW' 

Freie  Energie  und  thermodynamisches  Potential  haben  also  die 
gemeinsame  kigenschaft,  daß,  wenn  sie  als  Funktionen  bestimmter  Zu- 
standsvariabler  gegeben  sind,  sich  daun  durch  partielle  Differentiation 
nach  diesen  Variabein  die  übrigen  Zustandsgrötfen  und  die  Entropie 
ergeben.3    Für  den  Fall  eines  homogenen  Systems  wird  einfach 

(13)  <b  =  E-TS  +  pF. 

§  112.    Die  Zustandsänderungen  eines  homogenen  Systems. 

Bei  einem  homogenen  System  sind  neben  adiabatischen  und 
isothermen  Zustand>änderungen  als  weitere  Spezialfälle  solche  Zu- 
standsänderungen möglich,  die  entweder  bei  konstantem  Volumen 
oder  bei  konstantem  Druck  erfolgen.1  Die  Wärmemenge,  die  man 
einem  Körper  zuführen  muß,  um  ihn  bei  konstantem  Volumen  oder  bei 
konstantem  Druck  um  einen  Grad  zu  erwärmen,  nennt  man  seine 
Wärmekapazität  (bei  konstantem  Volumen  oder  bei  konstantem  Druck). 
Den  Quotienten  aus  der  Wärmekapazität  und  aus  der  Masse  nennt  man 
die  spezifische  Wärme,  den  Quotienten  aus  der  Wärmekapazität 
und  der  Zahl  der  Grammolekeln  die  Mol  wärme. 

Den  auf  die  Volumeinheit  bezogenen  und  für  eine  Zustandsänderung 
bei  konstantem  Druck  gebildeten  partiellen  Differentialquotienten  des 
Volumens  nach  der  Temperatur  bezeichnet  man  als  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten des  Körpers.  Nennt  man  ihn  cc,  so  gilt  also  die  definie- 
rende Gleichung 

{Der  Index  p,  der  dem  eingeklammerten  Differentialquotienten  beigefügt 


3  Man  bezeichnet  darum  freie  Energie  und  thermodynamisches  Potential  mit 
einem  von  Massieü  (um  1870)  geschaffenen  Begriff  als  charakteristische 
Funktionen. 

1  Zustandsänderungen  bei  konstantem  Volumen  nennt  man  auch  isochor, 
solche  bei  konstantem  Druck  isobar. 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  8 
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ist,  bedeutet  eben,  daß  die  Zustandsänderung  bei  konstantem  Druck 
vorzunebmen  ist.) 

Den  auf  die  Druckeinbeit  bezogenen  und  für  eine  Zustandsänderung 
bei  konstantem  Volumen  gebildeten  partiellen  Differentialquotienten  des 
Druckes  nach  der  Temperatur  nenut  man  den  Spannungskoeffizienten : 
er  ist  also  durch  die  Gleichung  definiert 

f? 

Den  auf  die  Volumeinheit  bezogenen  und  für  eine  isotherme  Zu- 
standsänderung gebildeten  negativen  partiellen  Differentialquotienten 
des  Volumens  nach  dem  Druck  nennt  man  den  Kompressionsmodul; 
er  ist  also  durch  die  Beziehung  definiert 

Zwischen  den  drei  Größen  cc,  ß  und  x  besteht  eine  einfache,  leicht 
ableitbare  Beziehung.  Sehen  wir  etwa  Volumen  und  Temperatur  als 
unabhängige  Zustandsvariable  an,  so  folgt  durch  Differentiation  der  Zu- 
standsgleichung 

(4) 

oder  nach  Gl.  2  und  3 

Für  eine  Zustandsänderung  bei  konstantem  Druck,  für  die  also  dp  ver- 
schwindet, muß  daher 

\dTJpssconst       r  r 

sein  oder  nach  Gl.  1 

(5)  a  —  ß  x  p  . 

Der  Ausdehnungskoeffizient  ist  gleich  dem  Produkte  aus  Spannungs- 
koeffizient, Kompressionsmodul  und  Druck.  Kennt  man  zwei  der  Koeffi- 
zienten, so  ist  somit  auch  der  dritte  bekannt.2 

Infolge  des  Bestehens  der  Zustandsgieichung  können  wir  die  innere 
Energie  entweder  ausdrücken  als  Funktion  von  Temperatur  und  Vo- 
lumen oder  als  Funktion  von  Temperatur  und  Druck  (die  auch  mögliche 
Darstellung  der  Energie  als  Funktion  von  Volumen  und  Druck  hat  für 


2  Es  beträgt  z.  B.  für  Quecksilber  bei  0°  C  und  Atmosphärendruck  der  Aus- 
dehnungskoeffizient 0,00018.  Der  Kompressibilitätskoeffizient,  bezogen  auf  Atmo- 
sphärendruck, 0,000003  9;  d.h.  bei  einer  Zunahme  des  Druckes  um  eine  Atmosphäre 
vermehrt  sich  die  Volumeinheit  um  diese  Größe.  Nach  Gl.  5  folgt  daraus  für  den 
Spannungskoeffizienten  ß  =  a\x  =  0,000  18  :  0.000003  9  =  46;  d.h.  um  Quecksilber 
bei  einer  Erwärmung  um  1  0  auf  gleichem  Volumen  zu  erhalten,  muß  ein  Druck  von 
46  Atmosphären  ausgeübt  werden.  In  der  Tat  bestätigt  die  Erfahrung  die  Richtig- 
keit der  Gl.  5. 


§  112.    Die  Zastandsänderungen  eines  homogenen  Systems.  115 


die  Wärmelehre  keine  besondere  Bedeutung).  Wir  wollen  aber  nun  im* 
folgenden  die  Größen,  die  im  statistischen  Sinne  der  Individuenzahl 
proportional  sind  (da  wir  es  ja  mit  einem  homogenen  Körper  zu  tun 
haben)  auf  die  Masseneinheit  beziehen  und  diese  „spezifischen" 
Größen  mit  entsprechenden  kleinen  Buchstaben  bezeichnen.  Wir  be- 
zeichnen also  mit  e  die  spezifische  Energie,  mit  s  die  spezifische  Entropie, 
mit  v  das  spezifische  Volumen,  mit  d  q  die  der  Masseneinheit  zugeführte 
Wärme.  Die  spezifische  Wärme  bezeichnen  wir  mit  c  und  fügen  den 
Index  v  oder  p  hinzu,  je  nachdem,  ob  die  spezifische  Wärme  bei  kon- 
stantem Volumen  oder  die  bei  konstantem  Druck  gemeint  ist. 
Nach  dem  früher  Gesagten  können  wir  also  entweder  setzen 


(6) 

und  somit 

e  =  cp(T,v) 

ro 

oder  aber 

de  =  %dT+^dv 
ö  T            o  v 

(8) 

und  somit 

(9) 

Nach  dem  er* 

sten  Hauptsatz  ist  nun 

(10) 

dq  =  de  +  p  dv  . 

Wählt  man  als  unabhängige  Zustandsvariable  Temperatur  und  Volumen, 
so  nimmt  somit  der  erste  Hauptsatz  die  Form  an 

dl)  dq=r^dT+^+pjdv. 

Wählt  man  hingegen  Druck  und  Temperatur  als  unabhängige  Veränder- 
liche, so  ist  nach  der  Zustandsgieichung  zu  setzen 

und  somit  nach  Gl.  9  und  10 

Für  die  spezifischen  Wärmen  finden  wir  somit 

(14)  c  =  ^ 
und 

(15)  Cp=  gjL+p-.-. 
Setzen  wir  vorübergehend  zur  Abkürzung 
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so  nimmt  die  Gl.  7  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  14  die  Form  an 
(17)  de^c^lT+^-^dv. 

Da  e  vollkommen  bestimmt  ist  durch  T  und  v}  so  muß  somit  sein 

d    (  8  r.\         d    (  d  e  \ 

d  v  Jt  ' 

wobei  die  partiellen  Differentiationen  auf  Grund  der  Gl.  17  auszuführen 
sind.    Dann  finden  wir 

/iq\  dev  _  d'Q  _  dp 

1    '  dv        BT  BT' 

[p  ist  hierbei  aufzufassen  als  Funktion  von  v  und  T,  so  daß  es  nach 
diesen  beiden  Größen  als  unabhängigen  Veränderlichen  differentiiert 
werden  muß.) 

Ebenso  wie  die  innere  Energie  ist  aber  nun  auch  die  Entropie 
darstellbar  als  vollständige  Funktion  von  Volumen  und  Tempe- 
ratur. Das  Differential  der  Entropie  ist  nach  dem  zweiten  Hauptsatz, 
wenn  wir  die  Größen  auf  die  Masseneinheit  beziehen, 

(20)  ds  =  *± 

und  somit  nach  Gl.  11  bei  Berücksichtigung  von  Gl.  14  und  16 

(21)  ds-^-dT+^dv. 
Auch  hier  muß  wiederum  die  Beziehung  gelten 

oder  nach  Gl.  21 

{    }  T   dv  TK^~  T  öT' 

Multiplizieren  wir  die  Gl.  23  noch  mit  T  und  subtrahieren  wir  von  ihr 
die  Gl.  19,  so  finden  wir 

(24)  i=TTf 
oder  bei  Berücksichtigung  von  Gl.  2 

(25)  £  =  ßpT- 

Setzen  wir  den  Wert  für  J  in  die  Gl.  11  ein,  so  erhalten  wir  (bei  Be- 
rücksichtigung von  Gl.  14)  schließlich  folgende  Beziehung,  die  uns  den 
ersten  Hauptsatz  in  der  Form  \\iedergbt,  bei  dtr  Temperatur 
und  spezifisches  Volumen  als  unabhängige  Zustandsvariable 
gewählt  sind;  nämlich 

(26)  dq  =  cvdT+ß,>Tdv. 

Wenden  wir  diese  Gleichung  auf  eine  isotherme  Volumände- 
rung an,  so  ist  dT  gleich  null  zu  setzen.    Wir  erkennen  dann  aus 
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der  Gl.  26,  daß  bei  einer  isothermen  Vergrößerung  des  Volumens 
ein  Körper  Wärme  aufnimmt  oder  abgibt,  je  nachdem  ob  sein  Span- 
nungskoeffizient bei  der  betreffenden  Temperatur  positiv  oder  negativ 
ist.  Wenden  wir  die  Gl.  26  auf  eine  adiabatische  Zustandsänderung 
an,  so  ist  dq  gleich  null  zu  setzen.  Eine  adiabatische  Vergrößerung 
des  Volumens  bewirkt  also  stets  eine  Abkühlung,  woferne  der  Spannungs- 
koeffizient positiv  ist.  Da  dies  im  ajlgemeiuen  der  Fall  ist,  so  wird 
somit  im  allgemeinen  ein  Körper  durch  adiabatische  Kompression 
erwärmt.3 

Andererseits  können  wir  nun  die  Form  suchen,  die  der  erste  Haupt- 
satz annimmt,  wenn  als  unabhängige  Zustandsvariable  Temperatur  und 
Druck  gewählt  werden.    Wir  setzen  vorübergehend  zur  Abkürzung 

<27>  '  ' 

Dann  nimmt  die  Gl.  9  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  15  die  Form  an 
(28)  de=^p^dT+^p^dp. 

Da  e  darstellbar  ist  als  Funktion  von  T  und  p  als  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen,  so  muß  somit  sein 


dl  dv\        dl  dv\ 


d 

oder 

d  c  p  d  v  d  -q 
~dp       1W  ~~  ~dT 


Andererseits  können  wir  wiederum  die  Beziehung  verwerten,  daß  auch 
die  Eutropie  durch  T  und  p  vollkommen  bestimmt  ist.  Dividieren  wir 
die  Gl.  13  durch  T,  so  linden  wir  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  15  und  27 

(30)  ds  =  ^dT+  ^dp. 

Daraus  folgt 

dp  \  T  )       ÖT  {  T  ) 

oder 

/Ql\  1  =  v     i     i  drj 

v   7  T     dp  T*       T  dT 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  T  und  subtrahieren  wir  davon 
die  Gl.  29,  so  finden  wir 

(32)  *i—TU 
oder  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  1 

(33)  7]  =  _  avl . 


Auf  dieser  Tatsache  beruht  z.  B.  das  pneumatische  Feuerzeug. 
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Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gl.  13  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  15 
und  27  ein,  so  erhalten  wir  schließlich  folgende  Beziehung  als  Ausdruck 
des  ersten  Hauptsatzes  bei  Wahl  von  Temperatur  und  Druck 
als  unabhängigen  Zustandsvariabeln 

(34)  dq  =  cpdT-  ce.vTdp. 

Wenden  wir  nun  diese  Gleichung  auf  einen  isothermen  Vorgang 
an,  so  ist  wieder  dT  gleich  null  zu  setzen.  Bei  einer  isothermen 
Druckvermehrung  nimmt  somit  ein  Körper  Wärme  auf  oder  gibt 
welche  ab,  je  nachdem  ob  sein  Ausdehnungskoeffizient  bei  der  be- 
treffenden Temperatur  negativ  oder  positiv  ist.  Bei  einer  adiabatischen 
Zustandsänderung  (d  q  =  0)  tritt  bei  einer  Vermehrung  des  Druckes  Er- 
wärmung ein,  wenn  der  Ausdehnungskoeffizient  positiv  ist;  ist  er  negativ, 
so  bewirkt  eine  Erhöhung  des  Druckes  eine  Abkühlung.  Bei  dem 
Wasser  ist  der  Ausdehnungskoeffizient  oberhalb  von  4°  positiv,  zwischen 
0°  und  4°  negativ.  Wird  daher  bei  einer  Temperatur  oberhalb  von  4,; 
der  Druck,  unter  dem  Wasser  steht,  erhöht,  so  erwärmt  es  sich.  Wird 
der  Druck  bei  einer  Temperatur  unterhalb  von  4 0  erhöht,  so  kühlt  sich 
das  Wasser  ab. 

Es  kann  auch  die  Größe  p  in  Gl.  34  negativ  sein.  Wir  haben  es 
dann  nicht  mit  einem  Druck  zu  tun,  sondern  mit  einem  Zug.  Ein 
solcher  Eall  liegt  z.  B.  dann  vor,  wenn  ein  Stab  durch  ein  an- 
gehängtes Gewicht  gedehnt  wird.  Eine  Vermehrung  des  Zuges  be- 
deutet dann,  daß  dp  negativ  wird.  Eine  Vermehrung  des  Zuges  bedingt 
also  bei  einer  adiabatischen  Zustandsänderung  eine  Abkühlung,  woferne 
der  Ausdehnungskoeffizient  positiv  ist,  hingegen  eine  Erwärmung,  wenn 
der  Ausdehnungskoeffizient  negativ  ist.  Für  Kautschuk  ist  a  negativ, 
und  in  der  Tat  erwärmt  sich  eine  durch  ein  Gewicht  gespannte  Kaut- 
schukschnur, wenn  der  Zug  vergrößert  wird. 

Aus  den  bisher  abgeleiteten  Formeln  können  wir  auch  leicht  eine 
Beziehung  gewinnen,  die  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck 
mit  der  bei  konstantem  Volumen  verknüpft.  Wir  gehen  hierzu  von 
der  Gl.  12  aus.  Benutzen  wir  die  Gl.  1  und  3,  so  nimmt  die  Gl.  12  die 
Form  an 

(35)  dv  =  avdT  —  xv  dp  / 
Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gl.  26  ein.  so  finden  wir 

(36)  dq  =  (cv  +  aßpvT)dT  -  xßpvTdp. 
Hierfür  können  wir  nach  Gl.  5  auch  schreiben 

(37)  dq  =  (cv  +  -^-vT^dT  -  avTdp.  • 

Ein  Vergleich  dieser  Formel  mit  der  Gl.  34  liefert  die  Beziehung 
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x  ist  immer  positiv,  wenn  mit  wachsendem  Druck  das  Volumen  eines 
Körpers  abnimmt.  Es  ist  daher  stets  die  spezifische  Wärme  bei  kon- 
stantem Druck  größer  als  die  bei  konstantem  Volumen;  es  ist  immer 

(39)  cp>cv. 

Bei  festen  Körpern  ist  der  Quotient  a2/x  sehr  klein,  so  daß  für  feste 
Körper  der  Unterschied  der  beiden  spezitischen  Wärmen  meist  vernach- 
lässigt werden  kann. 

§  113.  Der  Versuch  von  Thomson  und  Joule. 

Die  allgemeinen  Gesetze  der  Zustandsänderung  finden  eine  wichtige 
Anwendung  bei  einem  berühmten  Versuche,  den  William  Thomson 
und  Joule  im  Jahre  1853  anstellten  und  dessen  Messuugsergebnisse  in 
mehrfacher  Hinsicht  für  die  theoretische  Physik  bedeutungsvoll  wurden. 
Im  wesentlichen  besteht  dieser  Versuch  darin,  daß  ein  Gas  adiaba- 
tisch aus  einem  Behälter,  in  dem  es  unter  dem  Drucke  p  das  spezi- 
fische Volumen  v  habe,  in  einen  anderen  Behälter  übergeleitet  wird, 
in  dem  unter  dem  Drucke  p"  sein  spezifisches  Volumen  v"  betrage. 
Damit  auf  diesen  Übergang  die  Hauptsätze  der  Thermodynamik  mög- 
lichst genau  anwendbar  seien,  muß  (nach  §  101)  die  Überführung  so  er- 
folgen, daß  dabei  möglichst  geringe  Abweichungen  von  Gleich- 
gewichtszuständen auftreten.  Dies  wird  nun  bei  dem  Versuche  von 
Thomson  und  Joule  dadurch  erreicht,  daß  Gas  sehr  langsam  durch 
eine  Röhre  gepreßt  wird,  die  in  der  Mitte  durch  einen  Watte- 
pfropfen verstopft  ist.  Der  Unterschied  des  Druckes  ist  leicht  meßbar 
ebenso  das  spezifische  Volumen  und  ebenso  endlich  eine  etwaige  Ver- 
schiedenheit der  Temperaturen,  die  das  Gas  vor  und  hinter  dem 
Pfropfen  hat.1 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  der  Querschnitt  der  zylindrischen  Eöhre  f 
sei,  dann  nimmt  die  Masseneinheit  des  Gases  vor  dem  Passieren  des 
Pfropfens  ein  Stück  der  Röhre  von  der  Länge  v'  jf  ein,  nach  dem  Passieren 
ein  Stück  von  der  Länge  v"  jf.  Durch  den  Pfropfen  wird  die  Röhre 
gewissermaßen  in  zwei  Gasbehälter  I  und  II  zerlegt.  Tritt  nun  die 
Masseneinheit  des  Gases  aus  dem  Behälter  I  aus,  so  wird  dabei  auf 
einem  Wege  v  jf  Arbeit  geleistet  in  der  Richtung  einer  Kraft  p'  f. 
Die  geleistete,  also  gewonnene  Arbeit  ist  somit  p  V.  Andererseits  muß, 
damit  die  Masseneinheit  in  den  Behälter  II  hineingepreßt  werde,  Arbeit 
verbraucht  werden  gegen  eine  Kraft  p"f  und  zwar  auf  dem  Wege  w"//! 
Die  Arbeit,  die  bei  der  Überführung  der  Massen einheit  aus  dem  ersten 
in  den  zweiten  Behälter  aufgewendet  wird,  ist  also  gegeben  durch  den 


1  Die  Grundidee*  des  Thomson  sehen  Versuches  (adiabatische  Überführung  eines 
Gases  aus  einem  Gefäß  in  ein  anderes)  stammt  schon  von  Gay  Lussac.  Vervoll- 
kommnet wurde  die  Versuchsmethode  zunächst  von  Joule  und  dann  von  Thomson, 
der  seine  späteren  Versuche  gemeinsam  mit  Joule  unternahm. 
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Ausdruck  p"  v"  —  //  v,  und  nach  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der 
Energie  muß,  da  ja  die  Überführung  adiabatisch  erfolgt,  diese  Größe 
gleich  sein  der  Verminderung,  die  die  innere  Energie  e  der  Massen- 
einheit dabei  erfährt.    Es  muß  also  sein 

(1)  e  —  e"  —  p"  v"  —  p  v  . 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  die  Zustände,  die  das  Gas  in  den  beiden 
Behältern  hat,  nur  wenig  voneinander  verschieden  sind,  dann  können 
wir  setzen 

v"  —  v  —  A  v  ,      p"  —  p'  =s  A  p  ,      e"  —  e  —  Ae . 

Wenn  wir  Größen,  die  klein  von  der  zweiten  Ordnung  siüd,  vernach- 
lässigen, so  kann  Gl.  1  in  der  Form  geschrieben  werden 

(2)  Ae  +  v  Ap  +  p  Av  =  0  . 

Wählen  wir  als  unabhängige  Zustandsvariable  Druck  und  Temperatur, 
so  wird  nach  Gl.  10  und  34  des  §  112 

A  e  +  p  A  v  =  cp  A  T  —  u  v  T  Ap  . 

Es  muß  daher  nach  Gl.  2  die  Beziehung  bestehen 

cp  AT+  v(l  -  aT)  Ap  =  0 

oder 

(3)  AT=  H"T-U  Jp. 

CP 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Temperaturänderung  bestimmt,  die 
das  Gas  bei  dem  Passieren  des  Wattepfropfens  erfährt,  woferne  (—  Ap) 
den  Überdruck  darstellt,  mittels  dessen  das  Gas  durch  die  Röhre  ge- 
preßt wird.  Aus  den  Messungsergebnissen  können,  wovon  noch  später  die 
Rede  sein  wird,  wichtige  Schlüsse  über  die  Natur  der  Gase  gezogen 
werden;  andererseits  bieten  die  Messungen  aber  auch  die  Möglichkeit, 
die  Skala  eines  Thermometers  auf  eine  thermodynamische  Tempe- 
raturskala zu  reduzieren,  wie  sich  eine  solche  aus  Messungen  an 
Kreisprozessen  ergeben  würde. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  an  einem  Thermometer  gemessene 
Temperatur  mit  &,  hingegen  die  thermodynamische  Temperatur  mit  T, 
so  wissen  wir  aus  der  Definition  der  Temperatur,  daß  für  die  beiden 
Fundamentalpunkte  (Eispunkt  und  Siedepunkt)  T  und  &  zusammenfallen 
müssen.    Sonst  ist  allgemein 

(4)  AT-=4&.^- 

Ebenso  unterscheiden  wir  durch  die  Zeichen  a  und  a  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten, je  nachdem  ob  er  auf  die  thermodynamische  oder  die 
thermometrische  Temperatur  bezogen  Wird;  in  gleicher  Weise  unter- 
scheiden wir  cp'  von  cv.    Dann  ist  (zufolge  Gl.  1  des  §  112) 
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Gl.  3  kann  somit,  wenn  cp  auf  die  linke  Seite  geschafft  wird,  in  der 
Form  geschrieben  werden 
,  d& 


Cp  dT 


4  a.   dT       (     ,m  dd-        \  A 


Bringen  wir  auf  die  eine  Seite  nur  den  Quotienten  dTj  T  und  integrieren 
wir  dann  beide  Seiten  von  dem  für  beide  Skalen  identischen  Eispunkte 
bis  zu  der  unbekannten  thermodynamischen  Temperatur  T,  die  einer 
gegebenen  thermometrischen      entspreche,  dann  finden  wir 

(6)  .  ln^-ln^ 


Sämtliche  Größen,  die  unter  dem  Integralzeichen  stehen,  sind  nun  in 
ihrer  Abhängigkeit  von  der  thermometrischen  Temperatur  meßbar.  Es 
läßt  sich  somit  auch  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  für  einen 
beliebigen  Wert  von  #  als  Funktion  von  &  ermitteln.  Ist  der  Wert 
des  Integrals/,  so  ist  also 

(7)  lnT-lnT0  =  J. 

Andererseits  bilden  wir  das  bestimmte  Integral  mit  dem  Eispunkt  und 
dem  Siedepunkt  als  Integrationsgrenzen.  Der  Wert,  den  wir  dann  dafür 
erhalten,  sei  «/*.  Es  ist  also,  wenn  wir  die  thermodynamisehe  absolute 
Temperatur  des  Siedepunktes  mit  T100  bezeichnen, 

(8)  ln^100_lnr0  =  ./*. 
Aus  den  Gl.  7  und  8  folgt  also 

(9)  T^T^ 
und 

(10)  Z'100  =  2X*. 

Nach  der  Definition  der  Temperatur  ist  aber  nun  der  Unterschied 

zwischen  T100  und  T0  genau  gleich  100°  zu  setzen;  es  ist  somit 

(11)  100°  =  T0(*J*-  1) 
und  daher 

(12)  T=   WX'eJ  • 

Mittels  dieser  Beziehung  kann  die  Skala  des  Wasserstoff thermometers 
auf  thermodynamisches  Maß  reduziert  werden.  Die  Abweichungen  er- 
weisen sich  allerdings  als  sehr  gering.  Zwischen  Eispunkt  und  Siede- 
punkt werden  sie  nicht  größer  als  1j2i}°»  Zwischen  Eispunkt  und 
Siedepunkt  zeigt  das  Wasserstoffthermometer  eine  zu  hohe  Temperatur 
an,  oberhalb  des  Siedepunktes  eine  zu  niedrige.  Bei  3üü°  oberhalb  des 
Eispunktes  zeigt  das  Wasserstoff thermometer  um  fast        zu  wenig. 
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§  114.    Die  Koexistenz  der  Phasen. 

Sind  bei  einer  Substanz  verschiedene  Modifikationen  möglich,  die 
ineinander  nur  unter  Aufwand  oder  unter  Abgabe  von  Energie  über- 
geführt werden  können,  so  unterscheidet  man  in  thermodynamischem 
Sinne  verschiedene  Phasen  dieses  Stoffes.1  Das  wichtigste  Beispiel 
hierfür  sind  die  Aggregatzustände  eines  Körpers.  Aber  auch  alio- 
trope  Modifikationen  eines  Stoffes  stellen  verschiedene  Phasen  dar. 
So  ist  z.  B.  eine  Wärmezufuhr  notwendig,  um  rhombisch  kristallisieren- 
den Schwefel  in  raonoklin  kristallisierenden  überzuführen. 

Die  Wärmemenge,  die  notwendig  ist,  um  die  Masseneinheit  eines 
Stoffes  aus  einer  Phase  A  in  eine  Phase  B  überzuführen,  bezeichnet 
man  als  die  spezifische  Reaktionswärme  dieses  Uberganges.  Ist 
die  Reaktionswärme  positiv,  so  nennt  man  B  die  höhere  und  A  die 
niedere  Phase,  sonst  mmgekehrt  Bei  den  Apgregatzuständen  stellt 
der  gasförmige  die  höchste,  der  feste  die  niedrigste  Phase  dar.  Die 
spezifischen  Reaktionswärmen  bezeichnet  man  bei  den  Änderungen  des 
Aggregatzustandes  als  Schmelz-,  Verdampfungs-  und  Sublimations- 
wärme. 

Als  gesättigten  Komplex  koexistierender  Phasen  bezeichnet 
man  ein  System,  das  aus  verschiedenen  Phasen  eines  Stoßes  in  thermo- 
dynamischem Gleichgewicht  zusammengesetzt  ist,  dessen  Entropie  also 
ein  Extremum  darstellt  bei  gegebenen  Gesamtwerten  der  Masse,  der 
Energie  und  auch  des  Volumens.  Die  Bedingung  für  die  Koexistenz 
der  Phasen  im  thermodynamischen  Gleichgewicht  ist  danach 

(1)  '  ÖS=0; 
die  Nebenbedingungen  sind 

(2)  dm  =  0,  =  0,  SV=0. 

Als  einfaches  Beispiel  wollen  wir  ein  System  betrachten,  das  aus 
nur  zwei  koexistierenden  Phasen  bestehe.  Wir  bezeichnen  die  auf  die 
Masseneinheit  bezogenen  Werte  der  Entropie,  des  Volumens  und  der  innerenr 
Energie  mit  s,  v  und  e.  Ist  die  gesamte  Masse  des  Systems  m,  so  sei 
die  der  höheren  Phase  mx,  die  der  niederen  Phase  somit  m(l  —  x). 
Kennzeichnen  wir  die  Größen,  die  die  höhere  Phase  bestimmen,  mit 
einem,  diejenigen,  die  die  niedere  Phase  bestimmen,  mit  zwei  Strichen, 
so  gelten  die  Beziehungen 

(3)  s  —  x  s'  +  (1  —  x)  s" , 

(4)  '  v  =  xv  +  (1  -  x)v"  , 

(5)  .  e  =  xe'-\-(l  -x)e". 


1  Phase  bedeutet  wörtlich  „Erscheinungsform";  das  griechische  Wort  „Phai- 
nomai"  heißt  auf  deutsch  „ich  erscheine". 
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Aus  der  Gl.  1  folgt  somit  wegen  der  Konstanz  der  Gesamtmasse 

(6)  x  Bs  +  (1  -  x)  8 s"  4-  (*'  -  s")  8x=^  07 
Andererseits  ist  nach  dem  zweiten  Hauptsatz 

(7)  S  s  f,  

und  ebenso 

(8)  iir.^^L. 

Nun  können  wir  aber  8  e"  und  8  v"  ausdrücken  durch  8  e  und  b  v. 
Variieren  wir  nämlich  die  GL  4,  so  finden  wir,  weil  ja  8  V  nach  Gl.  2 
verschwinden  muß  und  die  Gesamtmasse  konstant  ist, 

(9)  x  8v'  +  (1  -  *)  $v"  +  [v  -  v")8x  =  0 . 

Ebenso  finden  wir,  wenn  wir  die  Gl.  5  variieren,  weil  ja  8  E  nach 
Gl.  2  verschwindet, 

(10)  x8e  +  (1  -  x)8e"  +{e' -e")8x  -  0. 

Lösen  wir  die  Gl.  9  und  10  nach  (1  —  x)8v"  und  (1  —  x)de"  auf  und 
setzen  wir  die  so  erhaltenen  Werte  in  die  Gl.  8  ein,  so  finden  wir 

—  e"       p"(v'  —  v") 


(1  -  x)  8  s"  =  w,  


Setzen  wir  dies  schließlich  in  die  Gl.  6  ein,  so  finden  wir  bei  Berück- 
sichtigung von  Gl.  7 


11)  \ 


V  P_ 

r  t" 


p"  (v'  —  v") 


4-  8x 

:  0. 


T" 

Da  die  Variationen  beliebig  und  voneinander  unabhängig  sind,  so 
kann  die  Gl.  1 1  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  jeder  der  drei  Ausdrücke 
in  den  eckigen  Klammern  für  sich  verschwindet.    Es  muß  also  sein 

(i2)  T'~r,   p  =p" 

und  ferner,  wenn  wir  die  gemeinsame  Temperatur  mit  T  und  den  ge- 
meinsamen Druck  mit  p  bezeichnen, 

e'        v'p  *  „       e"         v"p  , 


;i3)  -*'+}+      =  -*"  +  -jr  , 

Nun  ist  aber  (nach  Gl.  13  des  §  111)  das  auf  die  Masseneinheit  bezogene 
thermodynamische  Potential 

(14)  \  (p  =  e  —  Ts  -\-  vp  . 

Gl.  13  kann  somit  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

(15)  9'=f>"- 
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Thermodynamisches  Gleichgewicht  ist  zwischen  zwei  koexistierenden 
Phasen  also  our  dann  möglich,  wenn  beide  Phasen  denselben  Druck 
und  dieselbe  Temperatur  und  die  Masseneinheiten  beider  dasselbe 
thermodynamische  Potential  haben. 

Nach  der  Definition  des  thermodynamischen  Potentials  (§  111)  ist 
cp'  eine  ganz  bestimmte  Funktion  von  p  und  T  und  ebenso  tp"  eine 
ganz  bestimmte  Funktion  von  //'  und  T".  Da  aber  nach  öl,  12  //  und 
p"  untereinander  gleich  sind  und  ebenso  untereinander  T  und  T",  so 
ergibt  sich  ein  ganz  bestimmter  Zusammenhang  zwischen  p  und  T  in 
der  Form  einer  Gleichung 

Für  einen  gesättigten  Komplex  zweier  Phasen  gehört  also  zu  jedem 
Druck  eine  ganz  bestimmte  Sätti'gungstein peratur  und  umgekehrt  zu 
jeder  Temperatur  ein  ganz  bestimmter  Sättigungsdruck.  Konstruiert 
man  in  der  p-T Ebene  die  Kurve,  die  der  Gl.  16  entspricht,  so  erhält 
man  die  sogenannte  Sättigungskurve. 

Da  ein  Ubergang  zwischen  zwei  Phasen  nur  so  lange  möglich  ist, 
als  beide  Phasen  koexistieren,  so  kann  daher  bei  gegebenem  Druck  eine 
bestimmte  Phasenänderung  auch  nur  bei  ganz  bestimmter  Temperatur 
verlauten  (woferne  bei  diesem  Druck  der  Ubergang  überhaupt  möglich 
ist).  Bei  einer  Temperatur,  die  bei  gegebenem  Druck  tiefer  ist  als  die 
entsprechende  Sättigungstemperatur,  kann  ein  Stoff  nur  in  der  niederen 
Phase  bestehen.  Wird  die  Temperatur  bei  konstantem  Druck  bis  zur 
Sättigungstemperatur  erhöht,  so  beginnt  die  Umwandlung  des  Stoffes 
aus  der  niederen  in  die  höhere  Phase.  Dieser  Übergang  vollzieht  sich 
bei  weiterer  Wärmezufuhr  isotherm.  Erst  wenn  der  Stoff  völlig  in 
die  höhere  Phase  übergegangen  ist,  ist  (bei  konstantem  Druck)  eine 

weitere  Temperatursteigerung  möglich.  Da- 
durch  erklärt  es  sich  ohne  weiteres,  warum 
bei  normalem  Atmosphärendruck  jeder  Stoff 
nieder    j  einen  bestimmten  Schmelzpunkt  hat  und 
fftase    /                    warum  während  des  Schmelzens  die  Tempe- 
ratur konstant  bleibt. 2 
^ere  Schreitet  man  von  einem  Punkte  der 
Sättigungskurve  (Fig.  68)  parallel  der  T- 
Achse  in  der  Richtung  wachsender  Tempe- 
 ^  ratur  fort,  so  gelangt  man  in  das  Gebiet 


Fig.  68.  der  höheren  Phase.  Schreitet  man  anderer- 

seits von  jenem  Punkte  parallel  der  /?-Achse 
in  der  Richtung  wachsenden  Druckes  fort,  so  muß  man  daher  in  das 
Gebiet  der  niederen  Phase  gelangen.  Ist  bei  gegebener  Temperatur  der 
Druck  kleiner  als  der  entsprechende  Sättigungsdruck,  so  kann  der  Stoff 


2  Die  Konstanz  der  Temperatur  während  des  Schmelzens  wurde  um  1750 
gleichzeitig  von  Deluc  und  von  Black  entdeckt. 
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nur  in  der  höheren  Phase  bestehen.  Wird  der  Druck  isotherm  bis  zum 
Sättigungsdruck  vergrößert,  so  beginnt  der  Stoff  bei  konstantem  Druck 
in  die  niedere  Phase  überzugehen.  Erst  wenn  dieser  Übergang  ganz  voll- 
zogen ist,  ist  bei  konstanter  Temperatur  eine  weitere  Steigerung  des 
Druckes  möglich.  Der  Sättigungsdruck  stellt  daher  den  Maxi  mal  druck 
dar,  den  bei  gegebener  Temperatur  die  höhere  Phase  haben  kann.3 

Da  durch  Druck  und  Temperatur  einer  Substanz  nach  der  Zustands- 
gieichung auch  ihr  spezifisches  Volumen  bestimmt  ist,  der  Sättigungs- 
druck aber  wieder  nur  von  der  Sättigungstemperatur  abhängt,  so  kann 
somit  auch  das  spezifische  Volumen  einer  Phase  im  gesättigten  Zu- 
stand nur  eine  Funktion  der  Sättigungstemperatur4  sein.  Da 
die  in  der  Volumeinheit  enthaltene  Masse  dem  spezifischen  Volumen 
reziprok  ist,  so  ist  daher  in  gesättigtem  Zustand  in  einem  Kubikzenti- 
meter der  Luft  bei  gegebener  Temperatur  stets  dieselbe  Masse  Wasser- 
dampf vorhanden;  man  bezeichnet  sie  als  die  absolute  Feuchtigkeit 
bei  der  betreffenden  Temperatur.  Da  bei  allen  Dämpfen*  eine  Vermeh- 
rung der  Dichte  auch  eine  Vermehrung  des  Druckes  zur  Folge  hat, 
andererseits  aber  der  Sättigungsdruck  der  Maximaldruck  des  Wasser- 
dampfes ist,  so  stellt  die  Sättigungsdichte  des  Dampfes  zugleich  seine 
maximale  Dichte  für  die  betreffende  Temperatur  dar.  Das  Ver- 
hältnis zwischen  der  Dichte  eines  nicht  gesättigten  Wasserdampfes  und 
der  maximalen  Dichte  bei  jeuer  Temperatur  nennt  man  die  relative 
Feuchtigkeit.5  Andererseits  bezeichnet  man  als  Taupunkt  die  Tempe- 
ratur, die  der  tatsächlichen  Dichte  als  Sättigungstemperatur  entspricht. 

Betrachten  wir  die  Überführung  der  Masseneinheit  aus  der  niederen 
in  die  höhere  Phase  bei  konstantem  Druck,  so  ergibt  der  erste  Haupt- 
satz für  die  (in  diesem  Falle  positive)  spezitische  Reaktionswärme  die 
Beziehung 

(17)  l  =  e'  -e"  +  p  (v'  -  v')  . 

Daraus  folgt  nach  Gl.  14  und  15  die  einfache  Formel 

(18)  l  =  T(s'  -  s"). 

Beachten  wir,  daß  die  Überführung  der  Phasen  bei  konstanter 
Temperatur  erfolgt,  so  erhalten  wir  nach  den  Gl.  26  und  2  des  §  112 
die  Beziehung 

(19)  x  =  ^LT(»'-v'). 

Hat  die-  höhere  Phase  das  größere  spezifische  Volumen  (also  die  geringere 
Dichte),  so  wird  daher  dpjdT  positiv;  mit  wachsendem  Druck  nimmt 


3  Den  Sättigungsdruck  des  Wasserdampfes  nennt  man  einfach  seine  Spann- 
kraft; nicht  gesättigter  Dampf  wird  überhitzt  genannt;  für  ihn  gilt  angenähert 
das  Gasgesetz  (§  115). 

4  Oder1,  was  dasselbe  ist,  des  Sättigungsdruckes. 

5  Sie  wird  gewöhnlich  in  Prozenten  angegeben. 
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dann  die  Sättigungstemperatur  zu.  Hat  hingegen  die  höhere  Phase  eine 
größere  Dichte,  so  hewirkt  eine  Vermehrung  des  Druckes  eine  Erniedri- 
gung der  Übergangstemperatur.  Da  flüssiges  Wasser  bei  0°  dichter  ist 
als  Eis,  so  wird  der  Gefrierpunkt  durch  wachsenden  Druck  er- 
niedrigt6, während  sich  andererseits  der  Siedepunkt  des  Wassers 
mit  zunehmendem  Druck  erhöht. 

Solange  der  Komplex  zweier  koexistierender  Phasen  gesättigt  ist, 
ist  nach  dem  früher  Gesagten  der  Zustand  jeder  Phase  völlig  bestimmt, 
'wenn  außer  der  Sättigungstemperatur  noch  die  Größe  x  gegeben  ist,  die 
das  Massen  Verhältnis  der  beiden  Phasen  angibt;  denn  durch  die  Sätti- 
gungstemperatur sind  bereits  auch  Druck  und  spezifisches  Volumen  be- 
stimmt. Für  solche  Zustandsänderungen,  bei  denen  der  Komplex  ge- 
sättigt bleibt,  können  daher  die  Größen  T  und  x  als  unabhängige 
Zustandsvariable  des  Komplexes  angesehen  werden;  in  der  Tat 
stellt  ja  auch  die  Größe  x  einen  Parameter  dar,  zu  dessen  Änderung 
Arbeit  im  Betrage  Idx  verrichtet  werden  muß.  Wird  dem  Komplex, 
während  er  gesättigt  bleibt,  Wärme  zugeführt  (in  dem  Betrage  dq  für 
die  Masseneinheit),  so  wird  dadurch  einerseits  die  Temperatur  des  Kom- 
plexes um  die  Größe  dT  erhöht,  andererseits  die  Größe  x  um  den  Be- 
trag dx  vermehrt.  Bezeichnen  wir  mit  y'  und  y"  die  spezifischen 
Wärmen  der  beiden  Phasen  im  gesättigten  Zustand,  so  ergibt 
daher  der  erste  Hauptsatz  die  Beziehung 

(20)  dq  =  [>/+(i  -  x)y"]dT  +ldx. 

Da  nach  dem  zweiten  Hauptsatz  dq\T  das  vollständige  Differential  einer 
Funktion  sein  muß,  die  durch  die  beiden  unabhängigen  Zustands variablen 
T  und  x  bestimmt  ist,  so  muß  die  Beziehung  bestehen 


8T\T  ) 


d    [  x  /  +  (1  -  x)  y 
dx  [  T 
oder 

(21)  7-7   =  -qt  -  W 

Diese  zuerst  von  Clausiüs  (1857)  aufgestellte  Gleichung  ermög- 
licht es  beispielsweise,  die  spezitische  Wärme  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes zu  berechnen,  wenn  die  Verdampfungswärme  l  als  Funktion 
der  Sättigungstemperatur  und  überdies  die  spezifische  Wärme  des 
Wassers  gegeben  ist. 

In  den  bitfoerigen  Betrachtungen  wurde  nur  die  Koexistenz  zweier 
Phasen  betrachtet.    Im  thermodynamischen  Gleichgewicht  ist  diese  an 


6  Eine  Erhöhung  des  Druckes  um  eine  Atmosphäre  bewirkt  eine  Erniedrigung 
des  Gefrierpunktes  um  0,0075°.  Bei  einem  Drucke  von  1000  Atm.  beträgt  die  Ge- 
friertemperatur nur  mehr  —7,5°.  Bei  anderen  Substanzen  als  Wasser,  die  im  festen 
Aggregatzustand  beim  Schmelzpunkt  dichter  sind  als  im  flüssigen,  bewirkt  hiDgegen 
eine  Druckvermehrung  eine  Erhöhung  des  Schmelzpunktes;  dies  ist  z.  B  bei  Paraffin 
der  Fall. 
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die  Bedingung  geknüpft,  daß  bei  Gleichheit  des  Druckes  und  der 
Temperatur  y  gleich  <y>"  ist.  Sollen  drei  Phasen  koexistieren,  so 
muß  bei  Gleichheit  des  Druckes  und  der  Temperatur 

(22)  y  =  9"  =  ¥"  . 

sein.  Da  das  thermodynamische  Potential  eine  Funktion  von  Druck 
und  Temperatur  ist,  so  bestehen  also  bei  der  Koexistenz  von  drei 
Phasen  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.  Ihre  Auflösung  nach 
p  und  T  ergibt  einen  sogenannten  Tripelpunkt,  in  dem  sich  die  drei 
Übergangskurven  schneiden.  Mehr 
als  drei  Phasen  eines  einzigen  che- 
mischen Stoffes  können  daher  nicht 
koexistieren,  weil  sonst  die  Unbe- 
kannten p  und  T  überbestimmt  wären. 
Fig.  69  stellt  die  drei  Übergangs- 
kurven des  Wassers  (Schmelz-,  Ver- 
dampfungs-  und  Sublimationskurve) 
dar.  Sie  schneiden  einander  in 
einem  Tripelpunkt  [A),  dessen  Druck 
0,006  Atm.  und  dessen  Temperatur 
0,0075°  beträgt.7  Fig.  69. 

§  115.   Die  vollkommenen  Gase. 

In  der  Statistik  wurde  (in  §  104)  als  Spezialfall  einer  kano- 
nischen Energie  Verteilung  eine  Verteilung  betrachtet,  bei  der  die 
individuelle  Energie  eine  rein  quadratische  Funktion  eines  Teiles  der 
individuellen  Zustandsgrößen  ist  und  zu  den  individuellen  Zustands- 
größen,  von  denen  die  Einzelenergie  nicht  abhängt,  die  Lagenkoordinaten 
der  punktförmig  gedachten  Individuen  gehören.  Betrachten  wir  ein 
System  von  Molekeln,  für  das  hinsichtlich  der  Verteilung  der  Wärme- 
energie diese  Voraussetzungen  zutreffen,  so  müssen  somit  für  ein  solches 
System  die  Gleichungen  gelten 

(1)  JE^—JVkT 
und 

(2)  pV^NkT. 

Hierbei  bedeutet  N  die  Zahl  der  Molekeln,  k  die  Boltzmann sehe  Kon- 
stante und  s  die  Zahl  der  Glieder,  von  denen  die  molekulare  Energie 
quadratisch  abhängt. 

7  Da  es  verschiedene  allotrope  Modifikationen  des  Eises  gibt,  ist  dieser  Tripel- 
punkt allerdings  nicht  der  einzige  des  Wassers.  —  Wegen  der  Koexistenz  der 
Phasen  von  heterogenen  Systemen  sei  auf  die  speziellen  Lehrbücher  der  Thermo- 
dynamik verwiesen.  Die  Theorie  führt  zu  der  sogenannten  Phasenregel  von 
Oi bbs,  derzufolge  die  größte  Zahl  von  Phasen,  die  in  einem  Zustande  koexistieren 
können,  um  zwei  größer  ist  als  die  Zahl  der  chemischen  Komponenten. 
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Er-etzen  wir  die  Zahl  der  Molekeln  durch  das  Produkt  aus  der 
Zahl  n  der  Gramm- Molekeln  und  aus  der  .Loschmidt sehen  Zahl  L  und 
setzen  wir  zur  Abkürzung,  indem  wir  dadurch  eine  neue  universelle 
Konstante  definieren, 

(3)  h  L  =  R , 

so  nehmen  die  Gl.  1  und  2  die  folgende  Form  an: 

(4)  E=^nHT 
und 

N5)  -p  f  —  n  BT. 

Andererseits  folgt  aus  Gl.  4,  da  ja  die  Energie  eines  homogenen  Körpers 

im  allgemeinen  durch  Volumen  und  Temperatur  vollkommen  bestimmt 
sein  muß, 

<6)  HvA    =  °  • 

V/  \dV  /2'^const 

Die  innere  Energie  müßte  also  für  isotherme  Vorgänge  von  dem  Vo- 
lumen unabhängig  sein.  Umgekebrt  müßte  für  \  oluniänderungen,  die 
ohne  Änderung  der  inneren  Energie  E  erfolgen,  die  also  adiabatisch 
und  ohne  äußere  Arbeitsleistung  vor  sich  gehen,  die  Temperatur 
eines  derartigen  Moleke.'systems  konstant  bleiben. 

Die  Eigenschaften,  die  durch  die  letzten  Gleichungen  (4,  5  und  6) 
ausgedrückt  werden,  sind  in  der  Tat  durch  die  Experimentalphysik  bei 
den  Gasen  festgestellt  worden,  und  zwar  um  so  genauer,  je  voll- 
kommener das  Gas  d.h.  je  schwieriger  unter  den  Umständen  der  Be- 
obachtung seine  Verflüssigung  ist.  Es  erscheint  daher  gerechtfertigt, 
in  theoretisch-statistischem  Sinne  als  ideales  oder  vollkommenes 
Gas  einen  homogenen  Körper  zu  definieren,  für  dessen  molekulare 
Energieverteilung  die  anfangs  gemachten  Voraussetzungen  zu- 
treffen. Jedes  Bild,  das  man  von  einem  Ga<e  entwirft  und  das  diesen 
Voraussetzungen  genügt,  muß  dann  notwendigerweise  zu  den  Gl.  4,  5 
und  6  führen. 

Das  einfachste  Bild,  das  man  derart  von  einem  Gase  entwerfen 
kann,  ist  nun  folgendes.  Man  denkt  sich1  die  Molekeln  in  rascher 
Translationsbewegung,  voneinander  jedoch  so  weit  entfernt,  daß  die 
Kräfte,  die  zwischen  den  Molekeln  allenfalls  wirken,  außer  Betracht 
bleiben  und  die  Molekeln  wie  Massen  punkte  angesehen  werden  können. 
Die  molekulare  Energie  ist  'dann  gleich'  der  Summe  aus  der  kineti-chen 
Energie  der  Translation  und  aus  der  intramolekularen  Energie. 
Denken  wir  uns,  wie  dies  schon  einmal  (bei  der  Erklärung  der  Rotations- 
und Bandenspektren1)  angenommen  wurde,  die  Molekeln  als  starr 
rotierend,  so  kommt  die  intramolekulare  potentielle  Energie  über- 
haupt nicht  in  Betracht,  während  die  innere  kinetische  Energie  dann 


1  S.  §  89. 
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natürlich  darstellbar  sein  muß  als  quadratische  Funktion  von  den  zeit- 
lichen Differentialquotienten  der  Koordinaten,  die  die  innere  Konfiguration 
der  Molekel  beschreiben.  Die  vorhin  gemachten  Voraussetzungen  treffen 
also  in  der  Tat  zu,  weil  die  molekulare  Energie  von  den  Lagenkoordi- 
naten der  Molekeln  selbst2  unabhängig  ist.  Die  molekulare  Energie  ist 
eine  quadratische  Funktion  einer  bestimmten,  mit  s  zu  bezeichnenden 
Zahl  von  unabhängigen  individuellen  Zustandsgrößen  (im  Sinne  des 
§  104);  und  zwar  ist  für  einatomige  Molekeln 


sein  müßte. 

Die  erste  Gesetzmäßigkeit,  die  bei  den  Gasen  empirisch  festgestellt 
wurde,  ist  die,  daß  bei  gegebener  konstanter  Temperatur  Druck  und 
Volumen  einander  umgekehrt  proportional  sind.  Diese  Gesetz- 
mäßigkeit wurde  zuerst  von  Boyle  im  Jahre  1660  entdeckt  und  wird 
deshalb  als  das  Gesetz  von  Boyle  bezeichnet.3  Im  Beginne  des 
19.  Jahrhunderts  (1802)  stellte  dann  Gay-Lussac  fest,  daß  bei  kon- 
stantem Volumen  der  Druck  und  bei  konstantem  Druck  das  Volumen 
linear  mit  der  Temperatur  zunimmt;  ferner,  daß  Ausdehnungs-  und 
Spannungskoeffizient  von  der  speziellen  Natur  des  Gases  unabhängig 
und  untereinander  bei  gleicher  Temperatur  gleich  sind.  In  der  Tat 
folgt  aus  der  Gl.  5  und  aus  den  Gleichungen,  die  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten a  und  den  Spannungskoeffizienten  ß  definieren  (Gl.  1  und  2 


Stellt  man  daher  fest,  um  welchen  Bruchteil  sich  bei  der  Erwärmung 
von  dem  Eispunkt  bis  zu  1°  bei  konstantem  Druck  das  Volumen  oder 
bei  konstantem  Volumen  der  Druck  vermehrt,  so  ist  diese  Größe  gleich 
dem  reziproken  Werte  der  absoluten  Temperatur  des  Eispunktes.  Da 
man  für  jene  Größe  den  Wert  1/273  fand,  so  wurde  als  Definition  der 
absoluten  Temperatur  diejenige  Temperatur  eingeführt,  die  man  er- 
hält, wenn  man  zu  der  von  dem  Eispunkte  an  gemessenen  Temperatur 
noch  die  Zahl  273  (genauer  273,1)  hinzuaddiert.  Bezieht  man  den  Aus- 
dehnungskoeffizienten statt  (wie  in  Gl.  9)  auf  das  Volumen  bei  der  Be- 
obachtungstemperatur, auf  das  Normalvolumen  bei  dem  Eispunkt,  so  ist 
also  der  so  definierte  Ausdehnungskoeffizient  bei  allen  Temperaturen 
gleich  1/273*5  dasselbe  gilt  dann  in  entsprechender  Weise  auch  für  den. 
Spannungskoel'fizienten. 

^ 2  Gemeint  sind  die  Koordinaten,  die  die  Lage  des  Schwerpunktes  der  Molekel 
bestimmen. 

3  Fälschlich  wird  dieses  Gesetz  auch  nach  Mabiotte  benannt,  der  Boyle s 
Messungen  genauer  wiederholte. 

HAAS,  Einführimg  in  die  theor.  Physik.  II.  9 


ä  =  3, 


s  >  3 


des  §  112) 
(9)" 
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Die  universelle  Konstante  Ii  wird  als  die  Gaskonstante  bezeichnet. 
Ihr  Wert  beträgt,  wie  die  Messungen  zeigen, 

(10)  R  =  8,315. 107  erg/grad 
oder  bei  Benutzung  der  Kalorie  als  Wärmeeinheit 

(11)  R  =  1,98  cal/grad. 

Daraus  folgt  aus  dem  schon  früher  angegebenen  Werte  der  Loschmidt- 
schen  Zahl  (Gl.  33  des  §  84)  für  die  BoLTZMANNsche  Konstante 

(12)  h  =      =  1,37 . 10-16  erg/grad . 

Daß  ein  Gas  seine  Temperatur  kaum  ändert,  wenn  es  sich  ohne 
Arbeitsleistung  ausdehnt,  ist  auf  experimentellem  Wege  zuerst  von 
GAY-Lussac  und  später  von  Joule  festgestellt  worden.  Da  für  ideale 
Gase  nach  Gl.  9  u  T  von  eins  nicht  verschieden  ist,  so  dürfte  für  ideale 
Gase  bei  dem  Versuche  von  Thomson  und  Joule  eine  Temperatur- 
änderung nicht  eintreten  (s.  Gl.  3  des  §  113).  Durch  die  feinere  Methode 
dieses  Versuches  sind  aber  gerade  die  Abweichungen  der  wirklichen 
Gase  von  dem  idealen  Gasgesetze  offenbar  geworden. 

Eine  sehr  wichtige  Folgerung,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Gl.  2 
ergibt,  ist,  daß  bei  gleichem  Druck  und  bei  gleicher  Temperatur 
gleiche  Volumina  verschiedener  Gase  dieselbe  Zahl  von  Mo- 
lekeln enthalten  müssen.  Dieses  wichtige  Gesetz  wurde  zuerst  im 
Jahre  1811  von  Avogadro  aufgestellt  und  wird  deshalb  nach  ihm  be- 
nannt. Man  kann  dieses  Gesetz  auch  in  der  Form  aussprechen,  daß 
sich  bei  gegebener  Temperatur  und  bei  gegebenem  Druck  die  Dichten 
verschiedener  Gase,  wie  ihre  Molekulargewichte  verhalten. 
Mittels  dieses  Gesetzes  ließen  sich  die  Molekulargewichte  der  verschie- 
densten Stoffe  bestimmen,  aber  auch  wichtige  Schlüsse  über  die  Zahl 
der  Atome  in  der  Molekel  ziehen.  So  fand  schon  Avogadro,  daß  sich 
ein  Liter  Wasserstoff  und  ein  Liter  Chlorgas  zu  zwei  Litern  Chlor- 
wasserstotfgas  verbinden.  Nach  dem  Avogadbo sehen  Gesetz  müssen  also 
nach  der  Reaktion  doppelt  so  viel  Chlorwasserstoffmolekeln  vorhanden 
sein  als  vorher  Wasserstoffmolekeln  da  waren.  Da  aber  jede  Chlor- 
wasser>toffmolekel  ein  Wasserstoffatom  enthalten  muß,  so  müssen  daher 
vor  der  Reaktion  die  Wasserstoffmolekeln  aus  je  zwei  Atomen  bestanden 
haben.  Das  Analoge  gilt  auch  von  den  Chlormolekeln.  Auf  ähnliche 
Weise  konnte  auch  bei  anderen  Gasen  und  Dämpfen  die  Zahl  der 
Atome  in  der  Molekel  bestimmt  werden.  Andererseits  folgt  aus  der 
Gl.  2  auch  ohne  weiteres  das  sogenannte  Gesetz  von  Dalton  (1802), 
demzufolge  der  von  einem  Gasgemenge  ausgeübte  Druck  gleich  ist  der 
Summe  der  Partialdrucke,  die  die  Gase  einzeln  ausüben  würden, 
wenn  ihrer  jedes  allein  das  Volumen  erfüllen  würde,  das  tatsächlich  von 
dem  Gemenge  eingenommen  wird. 
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Nach  GL  6  nimmt  für  ideale  Gase  der  erste  Haupsatz  die 
Form  an 

§13).  dQ  =  ^dT  +  pdF. 

Nach  dem  durch  GL  5  ausgedrückten  Gasgesetze  ist 

pdF=  d{PF)-  Vdp=nRdT  -  V  dp  . 
Gl.  13  kann  daher  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

(14)  dQ=  ^  +  nR\dT-  Vdp. 

Für  Zu9tandsänderungen  hei  konstantem  Volumen  ist  nun  in  GL  13 
dV  gleich  null  zu  setzen,  während  für  Zustandsänderungen  bei  kon- 
stantem Druck  in  Gl.  14  dp  verschwindet.  Bezeichnen  wir  die  (auf  eine 
Gramm-Molekel  bezogenen)  Molwärmen  bei  konstantem  Volumen  und 
konstantem  Druck  mit  Cn  und  Cp,  so  folgt  somit  aus  den  Gl.  13  und 
14  die  wichtige  Beziehung 

(15)  Cp-Üv  =  lt. 

Für  das  Verhältnis  %  der  beiden  spezifischen  Wärmen4  (einerlei, 
ob  auf  die  Masseneinheit  oder  auf  die  Gramm-Molekel  bezogen)  folgt 
aus  den  Gl.  13  und  14 

dT 

oder  auch  nach  Gl.  4 

{16)  x  =  1  +  A. 

Für  einatomige  Gase  wird  daher  (nach  Gl.  7)  x  gleich  5/3,  während 
ganz  allgemein  nach  Gl.  8  die  Beziehung  bestehen  müßte 

<17)  1< 

In  der  Tat  haben  die  Messungen  für  einatomige  Gase  den  Wert  5/3  er- 
geben und  bei  mehratomigen  Gasen  die  Richtigkeit  der  Gl.  17  erwiesen. 
Die  GL  13  läßt  sich  auch  in  der  Form  schreiben 

dQ  =  nCvdT  +  pdV 
oder  bei  Benutzung  des  Gasgesetzes  (GL  5) 
(18)  dQ  =  nCvdT+^^-dF. 

Für  eine  adiabatische  Zustandsänderung  folgt  daraus 
09)  c/§  +]{d.K^o. 


4  Experimentell  läßt  sich  nur  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck 
ermitteln.  Die  bei  konstantem  Volumen  wird  indirekt  berechnet,  sobald  das  Ver- 
hältnis x  auf  Grund  der  Gl.  21  ermittelt  ist. 

9* 


132 


Thermodynamik, 


Andererseits  ist  nach  Gl.  15 

(20)  -J  =  *  -  1 , 

und  es  gilt  daher  für  eine  adiabatische  Zustandsänderung  eines  idealen 
Gases  die  Beziehung 

(21)  TV*-1  =  const.  - 

Ersetzen  wir  mittels  des  Gasgesetzes  die  Temperatur  durch  Volumen 
und  Druck,  so  läßt  sich  die  Gl.  21  in  die  Form  bringen 

(22)  p  V*  =  const. 

Es  sei  schließlich  noch  erwähnt,  daß  sich  nach  Gl.  15  leicht  das 
mechanische  Wärmeäquivalent  ermitteln  läßt.  Die  Gaskonstaute 
ist  ja  nach  dem  Gasgesetz  in  absolutem  Maß  unmittelbar  gegeben,  indem 
man  einfach  bei  verschiedenen  Temperaturen  Druck  und  Volumen  fest- 
stellt. Die  spezifische  Wärme  wird  aber  eigentlich  in  Kalorien  ge- 
messen (und  nicht  in  Erg).  Bezeichnen  wir  die  in  Kalorien  gemessenen 
Molwärmen  mit  Cv'  und  Cp'9  so  sind  diese  Größen  gleich  CjJ  und  CpU, 
wenn  eben  mit  J  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bezeichnet  wird. 
Es  ist  daher 

(23)  '  J 


Mittels  dieser  Beziehung  war  es  zuerst  Robert  Mater  im  Jahre  1842 
möglich,  das  mechanische  Wärmeäquivalent  auf  Grund  bekannter 
Messungsergebnisse  zu  berechnen,  die  die  spezifische  Wärme  der  Gase 
betrafen. 


Die  Vorstellung,  daß  die  Wärme  der  (Jase  auf  der  Translation 
rasch  dahinschießender  Molekeln  beruhe,  wurde,  wie  schon  erwähnt, 
durch  Clausius  im  Jahre  1857  zu  einer  exakten  Theorie  ausgestaltet.5 
Diese  Theorie  gründete  sich  auf  die  Annahme,  daß  sich  die  Molekeln 
wie  feste,  absolut  elastische  Kugeln  verhalten  und  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  so  lange  geradlinig  fortbewegen,  bis  sie 
gegen  eine  andere  Molekel  oder  gegen  eine  feste  Wand  stoßen;  die  Zu- 
sammenstöße sollen  dabei  eben  stets  so  erfolgen,  daß  weder  die  Summe 
der  Bewegungsgröße  noch  die  der  lebendigen  Kraft  dadurch  eine  Ände- 
rung erfährt.  Der  Gasdruck  erscheint  nach  dieser  Auffassung  durch 
das  ständige  Aufprallen  der  Molekeln  gegen  die  Gefäßwände  verursacht 
Aus  dieser  Annahme  ergab  sich  nicht  nur  durch  eine  einfache  Deduktion  das 
ideale  Gasgesetz,  sondern  es  vermochte  auch  Clausius  aus  der  empirisch 
bekannten  Abhängigkeit  des  Druckes  von  der  Temperatur  die  mole- 


5  D(  n  Forschungen  von  Clausius  gingen  bereits  solche  von  Joule  und  Krönig 
einige  Jahre  früher  voraus.  Die  ersten  Anfänge  der  kinetischen  Gastheorie  reichen 
übrigens  bis  auf  Daniel  Bernoulli  zurück,  der  die  Grundgedanken  dieser  Theorie 
schon  in  seiner  1738  erschienenen  „Hydrodynamik"  veröffentlichte. 
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kulare  Geschwindigkeit  zu  berechnen.6  Hierfür  fand  Clausiüs  bei 
Wasserstoff  etwa  1840,  bei  Stickstoff  etwa  490  und  bei  Sauerstoff  etwa 
460  Meter  in  der  Sekunde,  bezogen  auf  normalen  Atmosphärendruck  und 
die  Temperatur  des  Eispunktes. 

Diesen  Betrachtungen  von  Clausiüs  lag  noch  die  Hypothese  zu- 
grunde, daß  nicht  nur  die  Zusammenstöße  zwischen  den  einzelnen 
Molekeln  zu  vernachlässigen  seien,  sondern  daß  auch  alle  Molekeln  des 
Gases  untereinander  denselben  Geschwindigkeitsbetrag  haben.  Keine  der 
beiden  Annahmen  ließ  sich  indessen  aufrechterhalten.  Im  Jahre  1858 
schuf  Clausiüs  den  wichtigen  neuen  Begriff  der  freien  Weglänge. 
Er  verstand  darunter  die  durchschnittliche  Strecke,  die  eine  Molekel 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Zusammenstößen  zurücklegt.7  Durch 
eine  einfache  (wenn  auch  nicht  völlig  exakte)  Überlegung  gelang  es 
Clausiüs,  die  freie  Weglänge  in  eine  Beziehung  zu  bringen  einerseits 
zu  der  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Molekeln  und  anderer- 
seits zu  dem  Durchmesser  der  von  ihm  kugelförmig  gedachten  Molekeln.8 

Im  Jahre  1860  gelang  es  Maxwell  auf  Grund  einer  ganz  anderen 
Beziehung  tatsächlich,  für  die  freie  Weglänge  ganz  bestimmte  Werte  zu 
berechnen.  Diese  von  Maxwell  aufgefundene  Beziehung  betraf  die 
innere  Reibung  der  Gase.  Treten  im  Inneren  eines  Gases  Bewegungen 
auf,  an  denen  viele  Molekeln  teilnehmen,  etwa  Strömungen,  so  zeigt  die 
Erfahrung  das  Vorhandensein  einer  als  innere  Eeibung  bezeichneten 
Kraft,  die  die  Richtung  des  Geschwindigkeitsgefälles  (s.  §  11)  hat  und 
diesem  proportional  ist.  (Unter  Geschwindigkeit  ist  dabei  natürlich  nicht 
die  molekulare,  sondern  die  Strömungsgeschwindigkeit  zu  verstehen.)  Der 
Proportionalitätsfaktor  zwischen  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen 
Kraft  und  dem  Geschwindigkeitsgefälle  wird  als  der  Koeffizient  der 
inneren  Reibung  bezeichnet.  Maxwell  vermochte  nun  vom  Standpunkte 
der  kinetischen  Gastheorie  die  innere  Reibung  zu  interpretieren  als  einen 
Transport  von  Bewegungsgröße  von  rascher  zu  langsamer  bewegten  Gas- 
schichten. Auf  Grund  dieser  Deutung  erhielt  Maxwell  eine  Glei- 
chung, die  die  freie  Weglänge  mit  dem  Koeftizienten  der  inneren  Reibung, 

6  Wird  die  molekulare  Geschwindigkeit  u  genannt  und  die  Gasdichte  q,  so 
ist  einfach 


7  Nach  der  modernen  Theorie  hat  es  freilich  keinen  rechten  Sinn  mehr,  von 
Zusammenstößen  zu  sprechen.  Die  Molekeln  eines  Gases  wären  winzigen  Planeten- 
systemen zu  vergleichen,  von  deren  Bestandteilen  elektrische  Kräfte  ausgehen. 
Zwischen  den  Molekeln  würden  also  elektrische  Kräfte  wirken  und  sie  aus  ihren 
geradlinigen  Bahnen  ständig  ablenken,  und  zwar  um  so  stärker,  je  näher  zwei 
Molekeln  einander  kommen.  Die  Bewegung  der  Molekeln  würde  daher  —  ohne 
scharfe  Ecken  — -  zickzackartig  verlaufen. 

8  Ist  X  die  freie  Weglänge,  n  die  Zahl  der  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen 
Molekeln  und  er  der  molekulare  Durchmesser,  so  ist 
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der  Gasdichte  und  der  molekularen  Geschwindigkeit  verknüpfte.9  Da 
die  molekulare  Geschwindigkeit  bereits  durch  Clausius  bekannt  war 
und  auch  der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  sich  für  die  verschiedenen 
Gase  sehr  genau  messen  ließ,  konnte  so  Maxwell  bestimmte  Werte 
für  die  freie  Weglänge  berechnen.  Er  fand  z.  B.  für  Wasserstoff 
l,85.10~5cm;  dies  würde  bedeuten,  daß  eine  Molekel  in  einer  Sekunde 
durchschnittlich  etwa  zehn  Milliarden  Zusammenstöße  erfährt.  Diese 
Zahl  hätte  natürlich  nur  dann  eine  exakte  Bedeutung,  wenn  auch  tat- 
sächlich die  recht  willkürlichen  Voraussetzungen  zuträfen,  die  der  Gas- 
theorie in  ihrer  üblichen  Gestalt  zugrunde  liegen. 

Maxwell s  Abhandlung,  in  der  er  zuerst  die  freie  Weglänge  be- 
rechnete, ist  aber  noch  aus  einem  anderen  Grunde  von  der  größten 
Bedeutung  geworden.  Denn  Maxwell  ersetzte  in  dieser  Abhandlung 
auch  die  frühere  Annahme,  wonach  alle  Molekeln  denselben  Geschwindig- 
keitsbetrag haben,  durch  sein  berühmtes  Gesetz  der  molekularen 
Geschwindigkeitsverteilung.  Maxwell  nahm  an,  daß  die  Ver- 
teilung der  Energie  über  die  Molekeln  kanonisch  sei;  der  für  die. 
moderne  Physik  so  wichtige  Begriff  der  kanonischen  Verteilung  wurde 
eben  von  Maxwell  im  Zusammenhange  mit  dem  Problem  der  mole- 
kularen Geschwindigkeit  geschaffen.10  An  die  Steile  der  einheitlichen 
Geschwindigkeit  trat  so  eine  durchschnittliche.11 

9  Wird  der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  r\  genannt,  so  ist  bei  Beibehaltung 
der  übrigen  bisherigen  Bezeichnungen 

(26)  ,=;ä  . 

Die  innere  Reibung  ist,  da  u  nur  von  der  Temperatur  abhängt,  somit  vom  Drucke 
unabhängig;  ein  zunächst  merkwürdig  erscheinendes  Ergebnis,  das  aber  durch  die 
Experimente  vollauf  bestätigt  wurde. 

10  Die  Bezeichnung  „kanonisch"  wurde  allerdings  noch  nicht  von  Maxwell 
selbst  gebraucht,  sondern  erst  später  von  Gibbs  eingeführt.  Das  Maxwell  sehe  Ge- 
setz der  Geschwindigkeitsverteilung  ergibt  sich  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der 
kanonischen  Euergieverteilung.  Sind  die  Geschwindigkeitskomponenten  der  Mo- 
lekeln x,  y,  z,  so  ist  die  Zahl  der  Molekeln,  deren  Geschwindigkeitskomponenten 
Werte  haben  zwischen  x  und  x  -f  dx,  y  und  y  +  dy  und  endlich  i  und  %  +  dir 
durch  den  Ausdruck  gegeben 

(27)  d;N'=  AI   -  \* .  e    ^¥**+****'dx  dy  d  i  , 


[  2nkT  ) 


wobei  N  die  Gesamtzahl  der  Gasmolekeln  bedeutet,  m  die  Molekelmasse,  k  die 
Boltzmann sehe  Konstante,  so  daß  also  S/cT/2  die  Energie  einer  Molekel  bei  der 
Temperatur  T  darstellt.  —  Für  die  Zahl  dN"  'der  Molekeln,  deren  Geschwindig- 
keitsbetrag zwischen  u  und  u  +  du  liegt,  findet  man 

mu2 

(28)  dN"=  In  Nu*  {  7  2k'fr  du . 

2ti  kT  J 


11  Die  Geschwindigkeit,  die  die  wahrscheinlichste  darstellt,  verhält  sich  zu  der 
mittleren  Geschwindigkeit  wie  ]/nj2  zu  1.  Der  Mittelwert  der  kinetischen  Energie 
ist  wieder  3/2mal  so  groß  wie  die  kinetische  Energie,  die  der  wahrscheinlichsten 
Geschwindigkeit  entspricht. 
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Nachdem  derart  Clausiüs  und  Maxwell  von  den  drei  wesentlichen 
Unbekannten  der  kinetischen  Gastheorie  bereits  zwei  berechnet  hatten, 
nämlich  die  molekulare  Geschwindigkeit  und  die  freie  Weglänge,  blieb 
noch  als  interessanteste  Aufgabe  die  Bestimmung  des  molekularen 
Durchmessers  übrig,  also  die  Berechnung  der  wahren  Größe  der 
Molekeln.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  gelang  zuerst  im  Jahre  1865 
Losch m idt.  Dieser  ging  von  der  Annahme  aus,  daß  im  Zustande  der 
Verflüssigung  die  Molekeln  eines  Gases  das  Volumen  der  gebildeten 
Flüssigkeit  vollkommen  ausfüllen,  und  er  vermochte  auf  Grund  dieser 
allerdings  sehr  groben  Vorstellung  eine  obere  Grenze  für  den 
Durchmesser  der  Molekeln  zu  berechnen.12  Er  fand  so  für  die 
Durchmesser  der  „Luftmolekeln"  (d.  h.  also  der  Stickstoff-  oder  Sauer- 
stoffmolekeln) etwa  10-7  cm.  Nun  hatte  andererseits,  wie  schon  erwähnt, 
bereits  Clausils  eine  Gleichung  abgeleitet,  die  die  freie  Weglänge  und 
den  molekularen  Durchmesser  verknüpfte  mit  der  Zahl  der  in  der 
Volumeinheit  enthaltenen  Molekeln.  (Es  ist  die  Gl.  25  in  Anm.  8.)  So 
vermochte  Loschmidt  auch  die  Zahl  der  in  1  cm3  bei  0°  und  1  Atmo- 
sphäre enthaltenen  Molekeln  der  Größenordnung  nach  zu  bestimmen, 
welche  Zahl  natürlich  nach  dem  Avogadro  sehen  Gesetze  für  alle  Gase 
dieselbe  sein  muß.  Er  fand  als  untere  Grenze  hierfür  etwa  1018.  Aus 
der  bekannten  Dichte  und  aus  dem  Molekulargewicht  irgendeines  Gases 
würde  daraus  für  die  Zahl  der  in  einer  Gramm-Molekel  enthaltenen 
Molekeln  als  untere  Grenze  folgen  etwa  3.1022,  während  der  tatsächliche 
Wert  dieser  Konstante,  wie  wir  ja  heute  genau  wissen  (s.  §  84),  etwa 
zwanzigmal  größer  ist. 

Ein  Jahr,  nachdem  so  Loschmidt  zuerst  die  wahre  Größe  der 
Molekeln  berechnet  hatte,  erbrachte  auf  gastheoretischer  Grundlage 
Boltzmann  (1866)  durch  sein  sogenanntes  ,, //-Theorem"  die  stati- 
stische Erklärung  der  Irreversibilität  und  der  Entropie.13  Durch 
Boltzmann  s  spätere  Untersuchungen  wurde  die  kinetische  Gastheorie 
in  ein  vollendetes  System  gebracht.  Zwei  weitere  interessante  Anwen- 
dungsgebiete erschlossen  sich  der  kinetischen  Gastheorie  dann  einerseits 
in  der  hauptsächlich  durch  Jäger  ausgebildeten  Theorie  der  Flüssig- 
keiten und  der  verdünnten  Lösungen,  in  denen  sich  die  Molekeln 
der  gelösten  Substanz  wie  Gasmolekeln  verhalten;  andererseits  aber  in 
der  Theorie  der  freien  Elektronen,  die  ebenfalls  ein  analoges  Ver- 
halten bekunden  wie  die  Molekeln  der  Gase  und  die  die  Elektrizitäts- 


12  Ist  das  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen,  das  das  Gas  vor  seiner  Ver- 
flüssigung und  demjenigen,  das  es  nachher  einnimmt,  y,  so  wäre  nach  Loschmtdt 
einfach 

t29)  (T  =  $rX. 

13  Die  von  Boltzmann  mit  H  bezeichnete  Größe  ist,  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen genommen,  identisch  mit  dem  Logarithmus  der  statistischen  Wahrschein- 
lichkeit. 
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und  Wärmeleitung  der  Metalle  bedingen.  Durch  die  Übertragung 
der  gastheoretischen  Ergebnisse  auf  die  freien  Elektronen  ergab  sich 
eine  Erklärung  eines  schon  früher  auf  empirischem  Wege  von  Wiede- 
m ann  und  Franz  aufgefundenen  Gesetzes,  demzufolge  das  Verhältnis 
zwischen  der  Wärmeleitfähigkeit  und  dem  elektrischen  Leitvermögen  für 
alle  Metalle  bei  derselben  Temperatur  dasselbe  ist.  Daß  dieses  Ver- 
hältnis wiederum  der  absoluten  Temperatur  proportional  ist,  zeigte  die 
kinetisch- theoretische  Untersuchung,  und  auch  diese  Folgerung  wurde 
durch  die  Experimente  gut  bestätigt. 

Eine  Fülle  neuer  Probleme  entstand  schließlich  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten der  kinetischen  Theorie  der  Materie  in  den  molekularen 
Schwankungserscheinungen.  Sie  beruhen  auf  der  allgemeinen  Tat- 
sache, daß  ein  Mittelwert,  der  aus  einer  nur  kleinen  Zahl  von  Einzel- 
werten gebildet  ist,  relativ  wesentliche  Änderungen  seines  Wertes  auch 
ohne  äußere  Ursachen,  bloß  infolge  der  individuellen  Zufälligkeiten, 
erfahren  kann.  Spontane  Schwankungen  müssen  daher  in  der  Physik 
bei  allen  Größen  wahrnehmbar  sein,  deren  Wert  von  einer  nur  geringen 
Zahl  individueller  Einzel  werte  abhängt;  und  umgekehrt  wird  die  Fest- 
stellung derartiger  Schwankungserscheinungen  als  ein  sicherer  Beweis 
dafür  angesehen  werden  dürfen,  daß  tatsächlich  die  Materie  und  das 
physikalische  Geschehen  individuell  zusammengesetzt  sind. 

Die  am  besten  untersuchte  molekulare  Schwankungserscheinung  ist 
die  BßOWNsche  Bewegung.  Sie  beruht  auf  den  unregelmäßigen 
Molekularstößen,  die  ein  in  einer  Flüssigkeit  oder  in  einem  Gase  suspen- 
dierter kleiner  Körper  erfährt.  Da  auch  ein  kleiner  Körper  noch  in 
einem  winzigen  Bruchteil  einer  Sekunde  Millionen  von  Stößen  erfährt, 
so  werden  diese  infolge  der  durch  die  große  Zahl  bedingten  statistischen 
Regelmäßigkeit  einander  in  ihren  Wirkungen  aufheben,  weil  eben  die 
Stöße  aus  allen  Eichtungen  erfolgen.  Je  kleiner  aber  nun  der  suspen- 
dierte Körper  ist,  eine  desto  größere  Rolle  spielt  die  individuelle  zu- 
fällige Unregelmäßigkeit.  Die  gegenseitige  Kompensation  der  aus  den 
verschiedensten  Richtungen  erfolgenden  Stöße  wird  dann  nicht  mehr 
vollständig  sein,  und  ist  der  Körper  hinreichend  klein,  so  muß  er  in 
eine  Zickzackbewegung  geraten  und  zwar  um  so  lebhafter,  je  kleiner 
er  ist.  In  der  Tat  hat  nun  schon  im  Jahre  1827  der  Botaniker  Brown 
merkwürdige  unregelmäßige  Bewegungen  entdeckt,  die  in  Flüssigkeiten 
Pflanzenpollen  ausführten,  deren  Lineardimensionen  ungefähr  den  zwei- 
hundertsten Teil  eines  Millimeters  betrugen;  aber  erst  ein  halbes  Jahr- 
hundert später  erkannte  Christian  Wiener  die  wahre  Ursache  dieser 
Erscheinung  in  dem  inneren  Bewegungszustand,  der  der  Flüssigkeit  nach 
der  kinetischen  Theorie  der  Materie  zugeschrieben  werden  muß.  In 
Gasen  ist  der  Nachweis  der  Brown  sehen  Bewegung  allerdings  erst  viel 
später  Ehrenhaft  gelungen.  Die  exakte  Theorie  der  BROWNschen 
Bewegung  wurde  im  Jahre  1905  gleichzeitig  von  Einstein  und  von 
Smoluchowski  geschaffen.    Smoluchowski  hat  auch  andere  moleku- 
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lare  Schwankungserscheinungen  eingehend  untersucht,  so  namentlich  die 
molekularen  Dichteschwankungen. 

Die  Theorie  all  dieser  Phänomene  ist  bereits  so  weit  fortgeschritten, 
daß  es  mehrfach  möglich  war,  auf  Grund  der  molekularen  Schwan- 
kungserscheinungen die  LoscHMiDTSche  Zahl  zu  berechnen. 
Dies  gelang  schon  durch  Untersuchung  der  Brown  sehen  Bewegung 
Sved berg  und  Perrin,  mit  besonderer  Genauigkeit  1921  Erich 
Sohmid,  der  für  die  Loschmidt  sehe  Zahl  so  den  Wert  5,94 
fand14,  und  endlich  Perrin  auch  durch  Messung  der  Konzentration 
von  Emulsionen  in  verschiedenen  Höhen. 15  Die  Vervollkommnung 
der  experimentellen  Methoden  wird  die  kinetische  Theorie  der  Materie 
wohl  noch  vor  zahlreiche  neue  Aufgaben  stellen.  Die  große  historische 
Bedeutung  der  kinetischen  Gastheorie  aber  besteht  einerseits  darin, 
daß  sie  zuerst  die  Fruchtbarkeit  und  Richtigkeit  des  atomistischen  Ge- 
dankens in  exakter  Weise  erwies,  andererseits  darin,  daß  durch  sie  die 
statistische  Methode  Eingang  in  die  Physik  fand. 

§  116.   Die  Zustandsgieichung  von  VAN  DER  Waals. 

Die  Zustandsgieichung  der  idealen  Gase  besitzt  für  wirkliche  Gase 
nur  eine  angenäherte  Gültigkeit.  Am  geringsten  sind  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  und  bei  gewöhnlichem  Drucke  die  Abweichungen  bei  den 
Gasen,  die  nur  bei  besonders  hohem  Drucke  verflüssigt  werden  können 
und  d.e  darum  früher  als  „permanent"  angesehen  worden  waren.  Zu  ihnen 
zählte  man  vor  allem  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  später  die  Edel- 
gase, während  starke  Abweichungen  von  dem  idealen  Gasgesetz  zunächst 
bei  der  Kohlensäure  auffielen.  Die  Abweichungen  von  dem  idealen 
Gasgesetz  hat  nun  van  der  Waals  im  Jahre  1873  durch  eine  kom- 
pliziertere Zustandsgieichung  beschrieben,  die  er  durch  verhältnismäßig 
einfache  theoretische  Überlegungen  erhielt  und  die  durch  die  Erfahrung 
recht  gut  bestätigt  wird.  Van  der  Waals  berücksichtigte  zwei  Um- 
stände, die  bei  der  Ableitung  des  idealen  Gasgesetzes  vernachlässigt 
werden;  erstens  die  Tatsache,  daß  infolge  der  Kohäsion  offenbar 
zwischen  den  Molekeln  anziehende  Kräfte  bestehen1,  zweitens 
aber  auch,  daß  infolge  der  molekularen  Zusammensetzung  das  Volumen 


14  Sitz  -Ber.  der  Wiener  Akademie,  1921. 

15  Von  den  Lösungen  unterscheiden  sich  die  Emulsionen  dadurch,  daß  dabei 
die  Materie  nicht  bis  in  die  Molekeln  zerlegt  ist,  sondern  daß  im  Lösungsmittel 
Teilchen  schweben,  die  aus  vielen  Molekeln  zusammengesetzt  sind,  die  im  Mikroskop 
wahrgenommen  und  in  ihrer  Größe  auch  gemessen  werden  können.  Solche  Emul- 
sionen werden  auch  als  kolloidale  Lösungen  bezeichnet.  Unter  dem  Einfluß 
der  Schwere  bildet  sich  in  Emulsionen  eine  bestimmte  Verteilung  aus,  die  eben  zu 
Verschiedenheiten  der  Konzentration  in  verschiedenen  Höhen  führt. 

1  Debye  hat  den  interessanten  Versuch  gemacht,  diese  Kohäsionskräfte  und 
damit  die  Konstante  a  des  van  der  Waals  sehen  Gesetzes  .  aus  den  Annahmen  der 
Elektronentheorie  zu  berechnen.    S.  Physika!.  Zeitschr.  21,  1920,  S.  178—187. 
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eines  Gases  nicht  unter  eine  bestimmte  Grenze  verringert 
werden  kann. 

Die  wechselseitige  Anziehung  der  Molekeln  hält  offenbar  ein  Gas 
ebenso  zusammen  wie  ein  äußerer  Druck.  Man  kann  somit  der  inneren 
Anziehung  Kechnung  tragen,  indem  man  sich  den  äußeren  Druck  um 
ein  Zusatzglied  vermehrt  denkt.  Dieses  muß  um  so  größer  sein, 
je  dichter  das  Gas  ist,  und  zwar  muß  es  offenbar  proportional  sein  dem 
Quadrate  der  Dichte,  woferne  wir  in  naheliegender  Weise  für  das 
unbestimmt  gelassene  Gesetz  der  inneren  Anziehung  eine  ähnliche  Form 
annehmen  wie  für  das  Newton  sehe  Gravitationsgesetz  oder  für  das 
Coulomb  sehe  Gesetz,  in  welchen  Gesetzen  ja  die  Kraft  proportional  ist 
dem  Produkte  zweier  Massen  oder  zweier  Elektrizitätsmengen  oder 
zweier  magnetischer  Polstärken.  Da  nun  andererseits  die  Dichte  um- 
gekehrt proportional  ist  dem  spezifischen  Volumen  v,  so  kann  dem  Zu- 
satzglied die  Form  gegeben  werden  a/v2,  wobei  a  eine  für  das  be- 
treffende Gas  charakteristische  Konstante  bedeutet. 

Die  unterste  Grenze,  bis  zu  der  das  Volumen  eines  Gases  über- 
haupt verringert  werden  kann,  würde  eine  zweite  für  das  Gas  charakte- 
ristische Konstante  darstellen,  für  die  die  Bezeichnung  b  üblich  ist.  Es 
erscheint  dann  plausibel,  daß  in  der  Zustandsgieichung  an  die  Stelle 
des  spezifischen  Volumens  die  Differenz  aus  ihm  und  dieser  Konstante 
tritt.    Die  verbesserte  Zustandsgieichung  lautet  demnach 

(1)  [P  +  ^(v-b)  =  nT. 

Hiefür  kann  auch  geschrieben  werden 

(2)  pv3  -  (bp  +  RT)v2  +  av  =  ab. 

Da  diese  Gleichung  in  bezug  auf  v  vom  dritten  Grade  ist  so  er- 
kennen wir,  daß  bei  konstanter  Temperatur  jedem  Werte  von  p  drei 
Werte  des  spezifischen  Volumens  entsprechen,  von  denen  entweder  alle 
drei  reell  sind  oder  aber  nur  einer.  Wird  nun  der  Zustand  eines  Gases 
graphisch  in  einer  /?-z?-Ebene  dargestellt,  so  müßten  für  ein  ideales  Gas, 
weil  für  ein  solches  bei  konstanter  Temperatur  das  Produkt  p .  v  kon- 
stant bleibt,  die  sogenannten  Isothermen  gleichseitige  Hyperbeln 
darstellen.  Nach  der  Zustandsgieichung  von  van  der  Waals  treten 
aber  an  die  Stelle  dieser  gleichseitigen  Hyperbeln  Kurven  dritten 
Grades,  die  von  einer  der  v-Achse  parallelen  Geraden,  woferne  die 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  hat,  in  drei  Punkten  geschnitten 
werden.  Einem  bestimmten  Drucke  entsprechen  dann  drei  Werte  vlt 
i\,  v3f  wobei  vx  <  v2  <  v3  sei  (Fig.  70). 

Die  Bedeutung  dieser  drei  Werte  läßt  sich  nun  in  Ubereinstimmung 
mit  der  Erfahrung  so  erklären,  daß  bei  einem  spezifischen  Volumen 
kleiner  als  v1  der  Körper  flüssig  ist,  bei  einem  spezifischen  Volumen 
größer  als  v3  hingegen  gasförmig,  während  bei  den  Werten  zwischen  vx 
und  t?3  sowohl  der  flüssige  als  auch  der  gasförmige  Aggregatzustand 


§  116.   Die  Zustandsgieichung  von  van  der  Waals. 
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möglich  ist.  Der  Teil  der  Isotherme,  der  zwischen  vx  und  v3  liegt,  weist 
nun  ein  Minimum  und  ein  Maximum  auf.  Das  Kurvenstück  zwischen 
Minimum  und  Maximum  läßt  sich  allerdings  nicht  realisieren,  weil  ja 
sonst  mit  zunehmendem  Druck  auch  das  Volumen  zunehmen  müßte. 
Hingegen  läßt  sich  unter  geeigneten  Umständen  sowohl  das  Kurvenstück 
verwirklichen,  das  von  vx  bis  zum  Minimum  reicht,  als  auch  jenes,  das 
von  dem  Maximum  bis  zu  v3  führt.  Das  erste  Kurvenstück  stellt  den 
Zustand  der  überhitzten  Flüssigkeit  dar,  das  zweite  den  des  unter- 
kühlten oder,  wie  man  auch  sagt,  übersättigten  Dampfes.  Koexi- 
stieren, was  die  Regel  ist,  im  thermodynamischen  Gleichgewicht  die 
flüssige  und  die  gasförmige  Phase,  so  tritt  wegen  der  dann  vorhandenen 
Konstanz  des  Druckes2  an  die  Stelle  der  krummen  Linie  ein  gerades 
Kurvenstück,  das  sich  von  vx  bis  v3  erstreckt. 


Zeichnet  man  die  Schar  der  Isothermen  im  Sinne  der  van  dee 
WAALSSchen  Gleichung  (Fig.  71),  so  erkeimt  man,  daß  mit  zunehmender 
Temperatur  das  Kurvenminimum  und  das  Kuryenmaximum  immer  näher 
zusammenrücken.  Es  läßt  sich  derart  eine  weitere  Kurve  konstruieren, 
die  in  Fig.  71  gestrichelt  ist  und  die  in  ihrem  aufsteigenden  Aste  die 
Minima  aller  Isothermen,  in  ihrem  absteigenden  Ast  aber  die  Maxima 
aller  Isothermen«  vereinigt.  Diese  Kurve  besitzt  einen  Gipfel,  ein  Maxi- 
mum in  einem  bestimmten  Punkte,  und  der  durch  diesen  repräsentierte 
Zustand  des  Gases  wird  nun  als  sein  kritischer  Zustand  bezeichnet. 
Ihm  entsprechen  eine  kritische  Temperatur,  ein  kritischer  Druck 
und  ein  kritisches  spezifisches  Volumen.  Bei  Temperaturen,  die 
oberhalb  der  kritischen  liegen,  erscheint  eine  Verflüssigung  überhaupt 
unmöglich,  wreil  alle  höheren  Isothermen  immer  nur  eine  einzige  reelle 
Wurzel  für  v  ergeben  können. 

Nun  sind  ja  Minimum  und  Maximum  jeder  Isotherme  dadurch 
charakterisiert,  daß  für  sie  die  Tangente  der  Isotherme  der  v-Achse 
parallel  wird,  dpjdv  also  verschwindet.  Die  Gleichung  der  in  Fig.  71 
gestrichelten  Kurve  lautet  also 


p 


Fig.  70. 


Fig.  71. 


(3) 


2  S.  Gl.  12  des  §  114. 
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Nun  ist  nach  Gl.  1 

Indem  wir  diese  Gleichung  nach  v  differentiieren  (bei  konstant  gehaltenem 
T,  weil  wir  ja  eine  einzelne  Isotherme  betrachten)  und  den  Differential- 
quotienten  gleich  null  setzen,  finden  wir  im  Sinne  der  Gl.  3 

^  J  {v-bf  v3 

Hieraus  und  aus  Gl.  4  erhalten  wir  die  Gleichung  der  in  Fig.  71  ge- 
strichelten Kurve 

_  2  a  (v  —  b)  a 

oder 

,o\  ■  a  2ab 

(6)  P  =  ~i--V- 

Der  den  kritischen  Zustand  repräsentierende  Gipfel  der  Kurve  ist  nun 
wiederum  dadurch  charakterisiert,  daß  für  ihn  die  Tangente  an  die 
Kurve  horizontal  wird.  Für  den  Kurvengipfel  gilt  also  neben  den  natür- 
lich auch  für  ihn  bestehenden  Gl.  4  und  6  überdies  noch  die  Beziehung, 
daß  für  ihn  der  nach  v  "gebildete  Differentialquotient  der  rechten-  Seite 
der  Gl.  6  verschwindet.    Es  muß  also  für  den  kritischen  Zustand  sein 


dv  \v£  / 


Daraus  folgt  ohne  weiteres,  wenn  wir  die  kritischen  Zustandsgrößen  mit 
Sternen  bezeichnen, 

(7)  i>*>:36. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gl.  6  ein,  so  ergibt  sich 

(8)  f'-mr> 

und  endlich  folgt  aus  Gl.  5  für  die  kritische  Temperatur3 


3  Löst  man  die  Gl.  7  und  8  nach  a  und  b  auf,  so  findet  man  daraus 

»-f.  •  »=3^^  ;;.|]; 

führt  man  zur  Abkürzung  die  sogenannten  reduzierten  Zustandsgrößen  ein 

p  v  T 

p*  v*  T* 

so  kann  die  van  der  Waals  sehe  Zustandsgieichung,  wie  man  leicht  erkennt,  auch 
in  einer  Form  geschrieben  werden,  die  völlig  unabhängig  ist  von  allen  speziellen 
Eigenschaften  des  betreffenden  Gases.  Die  Zustandsgieichung  nimmt  dann  die  Ge- 
stalt an 

(10)  (n  +-A-j(3&)  -lf=  8r. 
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§  117.   Die  spezifische  Wärme  fester  Körper. 


Am  kleinsten  sind  die  Konstanten  a  und  b,  die  die  Abweichungen 
von  dem  idealen  Gaszustand  kennzeichnen,  bei  Wasserstoff,  woraus 
sich  dessen  besondere  Eignung  für  thermometrische  Zwecke  erklärt. 
Besonders  tief  liegt  die  kritische  Temperatur  bei  Helium,  nämlich  bei 
-  268°.  Bei  Wasserstoff  beträgt  sie  -  240°,  bei  Stickstoff  —  146°,  bei 
Sauerstoff  —119°.  Bei  Kohlensäure  beträgt  sie  +31°,  so  daß  also 
Kohlensäure  schon  bei  Zimmertemperatur  verflüssigt  werden  kann.  In 
der  Tat  sind  ja  auch  bei  diesem  Gase  zuerst  die  Abweichungen  vom 
Boyle sehen  Gesetz  eingehend  durch  Andkews  untersucht  worden,  der 
dadurch  als  erster  im  Jahre  1869  zu  dem  wichtigen  Begriffe  der 
kritischen  Temperatur  gelangte.4 


§  117.   Die  spezifische  Wärme  fester  Körper. 

Wie  die  Wärme  der  Gase  vom  statistischen  Standpunkte  aus  als 
Translationsenergie  erscheint,  so  führt  die  statistische  Theorie  die  Wärme 
der  festen  Körper  auf  molekulare  Schwingungen  zurück;  sie  ver- 
wertet dabei  die  aus  dem  Quantenprinzip  folgende  Erkenntnis,  daß  sich 
die  Schwingungsenergie  aus  Energieelementen  zusammensetzt,  die  der 
Frequenz  proportional  sind. 

Die  einfachste  Vorstellung,  die  derart  möglich  ist,  ist  nun  die,  daß 
alle  Molekeln  des  festen  Körpers  mit  derselben  Frequenz  schwingen, 
die  mit  v*  bezeichnet  werde.  Die  Größe  hv*/k,  die  natürlich  die  Di- 
mension einer  Temperatur  haben  muß,  kann  dann  als  die  charakte- 
ristische Temperatur  des  betreffenden  Körpers  bezeichnet  werden. 
Da  der  Modul,  mit  dem  die  Schwingungsenergie  über  die  Molekeln  ver- 
teilt ist,  gleich  zu  setzen  ist  dem  Wärmemodul,  also  dem  Produkt  aus 
k  und  der  Temperatur  T,  so  ist  also,  wenn  die  charakteristische  Tempe- 
ratur T*  genannt  wird,  der  Mittelwert  der  Energie  einer  Schwingung 
(nach  Gl.  5  des  §  10G) 


eT  -  1 

Betrachten  wir  einen  idealen  einatomigen  festen  Körper, 
so  läßt  sich  die  Schwingung  jeder  Molekel  zerlegen  in  drei  zueinander 
senkrechte  und  voneinander  unabhängige  Partialschwingungen.  Es  ist 
daher  die  Schwingungsenergie  einer  Gramm-Molekel  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen 

(2)  E=ZLl, 

wenn  L  die  Loschmidt  sehe  Zahl  bedeutet.  Setzen  wir  für  e  den  Wert 
aus  der  Gl.  1  ein  und  differentiieren  wir  nach  der  Temperatur,  so  er- 


4  Bereits  ein  halbes  Jahrhundert  vor  Andkews  hat  auf  experimentellem  Wege 
den  kritischen  Zustand  Cagniard  de  la  Tour  realisiert. 
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halten  wir  die  auf  ein  Gramm-Atom  bezogene  spezifische  Wärme,  die 
sogenannte  Atomwärme;  sie  werde  mit  C  bezeichnet.  Die  Durch- 
führung der  Differentiation  ergibt  dann  den  Wert 

<3)  c  =  -r#V-ff)2-ef-  .  , 


(5-  i 


Diese  Gleichung  nimmt  eine  besonders  einfache  Form  an,  wenn  T 
so  viel  größer  ist  als  T*,  daß  mit  einer  gewissen  Annäherung  gesetzt 
werden  kann 

-  -  rp*  J_ 

e  t  .._  i  r  ^_ ,      e  r  „  x 

(gemäß  der  Formel,  derzufolge  für  kleine  Werte  von  y  näherungsweise 
ev  gleich  ist  1  +  y).  Dann  wird  einfach,  weil  das  Produkt  k.L  die  Gas- 
konstante darstellt, 

(4)  0  =  37^. 

Da  der  Wert  der  Gaskonstante  im  thermischen  Maß  1,98  Gramm- 
Kalorien  beträgt  (Gl.  1 1  des  §  1 1 5),  so  müßte  danach,  wenn  die  speziellen 
Voraussetzungen  für  die  Gültigkeit  der  Gl.  4  zutreffen,  die  Atom  wärme 
für  alle  festen  Grundstoffe  denselben  Wert  von  5,94  Kalorien 
haben. 

Dieser  Satz  ist  in  der  Tat  schon  im  Jahre  1819  auf  empirischem 
Wege  von  Dtjlong  und  Petit  aufgefunden  worden.  Die  schon  damals 
durchgeführten  Messungen  haben  ergeben,  daß  bei  den  meisten  festen 
Körpern  die  Atomwärme  bei  konstantem  Druck  um  weniger  als  etwa 
10°/0  von  einem  durchschnittlichen  Wert  von  6,4  Kalorien  abweicht, 
und  die  Reduktion  dieses  Wertes' auf  konstantes  Volumen1  ergibt  eben 
5,9  Kalorien.  Hingegen  zeigte  sich  keine  Ubereinstimmung  bei  einigen 
Elementen  mit  niedrigem  Atomgewicht,  so  bei  Beryllium,  Bor  und  vor 
allem  bei  dem  Diamanten,  dessen  Atomwärme  sich  bei  Zimmertempe- 
ratur zu  nur  1,7  cal  ergab,  während  sie  bei  —  50°  C,  wie  im  Jahre 
1875  H.  F.  Weber  zeigte,  gar  auf  0,7  cal  sinkt. 

Diese  Abweichungen  von  dem  Gesetze  von  Dtjlong  und  Petit 
vermochte  die  „klassische"  Statistik  nicht  zu  erklären,  da  ihre  Deduktionen 
(worauf  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll)  mit  Notwendigkeit  eben 
zu  diesem  Gesetze  als  einem  allgemein  gültigen  führten.2  Vom  Stand- 
punkte der  Quantentheorie  aus  wird  hingegen  der  Abfall  der  spezifischen 
Wärme  mit  der  Temperatur  ohne  weiteres  erklärlich,  zugleich  aber  auch 
die  Tatsache  plausibel,  daß  diese  Abweichungen  besonders  deutlich  bei 
Elementen  mit  geringem  Atomgewicht  sind;  denn  wenn  zwei  schwingende 


1  Vgl.  Gl.  38  des  §  112. 

2  Die  klassische  Statistik  schrieb  jedem  Freiheitsgrad  einer  Schwingung  einen 
kinetischen  Energiebetrag  kT/2  zu  und  nahm  im  übrigen  an,  daß  die  potentielle 
Energie  ebenso  groß  sei  wie  die  kinetische. 


§  117.   Die  spezifische  Wärme  fester  Körper. 
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Massenpunkte  durch  gleich  große  Kräfte  an  Euhelagen  gebunden  sind, 
so  ist  nach  den  Formeln  der  Mechanik  die  Frequenz  des  leichteren 
größer  als  die  des  schwereren3;  der  höheren  Frequenz  entspricht  aber 
wieder  eine  höhere  charakteristische  Temperatur.  Es  kann  daher  sehr 
wohl  die  charakteristische  Temperatur  des  einen  Elementes  tief  unter 
der  Zimmertemperatur,  die  des  anderen  hoch  über  ihr  liegen;  und 
letzteres  und  somit  die  stärksten  Abweichungen  von  dem  Dülong  sehen 
Gesetze  werden  wohl  am  ehesten  bei  den  leichtesten  Elementen  zu  er- 
warten sein. 

Das  Gesetz  von  Dülong  und  Petit  erscheint  der  modernen  Theorie 
lediglich  als  Sonderfall  der  allgemeinen  Formel  für  die  Atomwärme, 
die  näherungsweise  durch  die  Gl.  3  dargestellt  ist.  Sie  wurde  im  Jahre 
1907.  durch  Einstein  aufgestellt,  der  damit  zuerst  das  Quanten- 
prinzip  auf  mechanische  Schwingungen  anwandte.  In  der  Tat  haben 
genaue  Messungen,  die  nach  der  Aufstellung  des  Einstein  sehen  Gesetzes 
N ernst  und  andere  Forscher  anstellten,  gezeigt,  daß  die  Atomwärmen 
aller  Substanzen  bei  hinreichend  hohen  Temperaturen  gegen  SU,  bei 
hinreichend  tiefen  gegen  null  konvergieren.4  Bei  etwa  lt»00°  C  beträgt 
die  Atomwärme  des  Diamanten  (Cv)  5,5  cal.  Andererseits  sinkt  auch 
z.  B.  beim  Kupfer  die  Atomwärme  bei  88°  abs.  auf  3,38,  bei  33°  abs. 
auf  0,5  4,  bei  23°  abs.  gar  bis  auf  0,22  cal.  Am  stärksten  ist  freilich 
der  Abfall  bei  dem  Diamanten.  Bei  86°  abs.  beträgt  die  Atomwärme 
nur  mehr  0,03  cal,  bei  23°  abs.  ergaben  die  Messungen  0,00  cal;  d.  h. 
bei  diesen  tiefen  Temperaturen  hat  für  den  Diamanten  der  Temperatur- 
begriff völlig  seine  Bedeutung  verloren. 

Um  nun  die  Eichtigkeit  der  Einstein  sehen  Formel  auch  quanti- 
tativ prüfen  zu  können,  ist  es  vor  allem  notwendig,  die  charakteristische 
Temperatur,  also  die  charakteristische  Frequenz  der  versclriedenen  Stoffe 
zu  ermitteln;  und  hierfür  haben  sich  nun  in  der  Tat  mehrere  für  die  For- 
schung gangbare  Wege  gezeigt.  Zunächst  ergibt  sich,  wie  Lindemann 
zeigte,  ein  einfacher  Zusammenhang  zwischen  der  charakteristischen 
Frequenz  und  der  Schmelztemperatur,  wenn  man  die  sehr  plausible 
Annahme  macht,  daß  bei  dem  Schmelzpunkt  die  Amplitude  der  Atom- 
schwingungen gleich  dem  Abstände  der  Atome  wird,  so  daß  ein  Zu- 
sammenstoß der  Atome  erfolgt.5    Ferner  sind,  wie  Madelung  und 


3  Ist  nämlich  die  Kraft,  die  einen  Massenpunkt  von  der  Masse  m  bei  einer  Ent- 
fernung x  in  die  Ruhelage  zurückzieht,  -  so  ist  nach  §  51  die  Frequenz  der 
Schwingung 

 7 

4  Nahe  dem  Schmelzpunkt  wird  in  der  Regel  der  Wert  von  3  B  sogar  über- 
schritten, was  auf  das  Auftreten  weiterer  Schwingungen  zurückzuführen  ist. 

6  Die  Formel,  die  Lindemann  aufstellte,  enthält  außer  der  Frequenz  und  der 
Schmelztemperatur  nur  noch  das  Atomgewicht  und  das  Atomvolumen ;  ein  Propor- 
tioualitätsfuktor  wurde  empirisch  ermittelt. 
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dann  Einstein  zeigten,  durch  die  charakteristische  Frequenz  auch  die 
elastischen  Konstanten,  vor  allem  der  Kompressibilitätsmodul, 
bestimmt.  Schließlich  wies  N ernst  auf  den  Zusammenhang  hin,  der 
zwischen  den  charakteristischen  Frequenzen  und  den  von  Rubens  ge- 
messenen Wellenlängen  der  sogenannten  Reststrahlen6  von  zwei- 
atomigen Kristallen,  wie  z.  B.  Chlorkalium,  besteht. 

Die  auf  verschiedenen  Wegen  ermittelten  Werte  der  charakte- 
ristischen Frequenzen  stimmten  verhältnismäßig  recht  gut  überein;  für 
die  Schwingungen  ergeben  sich  Werte  von  der  Größenordnung  10l2sec_1, 
bei  dem  Diamanten  sogar  von  der  Größenordnung  lu13  sec~l,  also 
Frequenzen,  die  durchwegs  dem  Ultraroten  angehören.  Ihnen  ent- 
sprechen z.  B.  bei  Blei,  Silber,  Kupfer,  Aluminium  charakteristische 
Temperaturen  von  etwa  100° — 400°  abs.,  bei  dem  Diamanten  eine  solche 
von  etwa  2000°  abs.  Es  zeigte  sich  aber  nun,  daß  bei  Benutzung  dieser 
Werte  die  Einstein  sehe  Formel  den  Temperaturverlauf  der  Atomwärme 
nur  ungenau  wiedergibt;  für  tiefe  Temperaturen  liefert  sie  durchwegs 
zu  kleine  Werte.  Nernst  und  Lindemann  haben  darum  zunächst 
eine  empirische  Formel  aufgestellt,  die  den  tatsächlichen  Temperatur- 
verlauf sehr  genau  wiedergibt;  sie  gewannen  die  Formel,  indem  sie  zu 
dem  Ausdruck  der  rechten  Seite  der  E.nstein sehen  Formel  (Gl.  3) 
additiv  noch  einen  hinzufügten,  der  ganz  dieselbe  Gestalt  hat,  statt  des 
Bruches  T*/T  jedoch  überall  den  Bruch  T*/2T  enthält.  Einstein 
selbst  erkannte  die  Ursache  der  Unvollkommenheit  seiner  Formel  in 
der  willkürlichen  Annahme  einer  einheitlichen  Frequenz.  Eine  bessere 
Übereinstimmung  konnte  nur  von  einer  Theorie  erwartet  werden, 
die  eine  Vielheit  von  Frequenzen  berücksichtigt,  so  wie  dies  in 
erster,  grober  Annäherung  eben  die  Nernst-Lindemann sehe  Formel 
tat,  indem  sie  neben  der  Hauptfrequenz  v  noch  eine  Frequenz  v/2 
hervorhob. 

In  Durchführung  dieses  Gedankens  ist  die  kinetische  Theorie  der 
festen  Körper  nach  zwei  verschiedenen  Seiten  hin  ausgestaltet  worden. 
Born  und  Kärmän  sowie  Thirring  haben  den  festen  Körper  (ähn- 
lich wie  Bragg7)  als  Raumgitter  aufgefaßt  und  für  dieses  in  guter 
Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  die  elastischen  und  thermischen 
Eigenschaften  berechnet;  auf  der  anderen  Seite  hat  1912  Debye  eine 
in  ihren  Ergebnissen  sehr  bedeutende  Theorie  geschaffen,  indem  er  von 
der  atomistischen  Struktur  des  festen  Körpers  abstrahierte. 
Er  sah  den  festen  Körper  als  ein  von  stehenden  elastischen 
Wellen  erfülltes  Kontinuum  an  und  übertrug  auf  diese  Wellen  das 
Prinzip,  das  zunächst  allerdings  für  stehende  elektromagnetische  Wellen 
Rayleigh  und  Jeans  (s.  §  105)  abgeleitet  hatten. 


6  S.  §  72. 

7  S.  §  75. 


§118.    Der  Wärmesatz  von  Nernst. 


§  118.  Der  Wärmesatz  von  Nernst. 

Im  Sinne  der  Debte  sehen  Auffassung  wollen  wir  nun  einen  von 
stehenden  elastischen  Wellen  erfüllten  Körper  betrachten;  dabei 
müssen  wir  offenbar  zwischen  longitudinalen  Wellen  von  je  einem 
und  transversalen  von  je  zwei  Freiheitsgraden  unterscheiden.  Die 
longitudinale  Wellengeschwindigkeit  möge  mit  die  transversale  mit 
v2  bezeichnet  werden.  (Beide  Größen  können  nach  Grundformeln  der 
Elastizitätstheorie  aus  der  Dichte  und  dem  Elastizitätsmodul  berechnet 
werdeü.)  Die  Zahl  der  longitudinalen  Schwingungen,  deren  Frequenz 
zwischen  v  und  v  -\-  dv  liegt,  ist  nun  nach  dem  Prinzip  von  Rayleigh 
und  Jeans  (Gl.  12  des  §  105) 

wobei  V  das  Volumen  des  Körpers  bedeutet.  Die  Zahl  der  Transversal  - 
Schwingungen,  deren  Frequenz  zwischen  v  und  v  -f  dv  liegt,  ist  ebenso 

m  \  >>^=  ^y  ■       .  ' 

Debye  macht  nun  zunächst  die  Annahme,  daß  die  Zahl  der 
Schwingungen  nicht  unbegrenzt  sei,  sondern  daß  es  eine  maximale 
Frequenz  i/max  gebe,  die  dadurch  bestimmt  sei,  daß 

(3)  J  dZx  +  2 J dZ2  =  3A 

u  u 

ist,  wobei  JV*  die  Gesamtzahl  der  den  Körper  bildenden  Atome  bedeutet; 
denn  die  longitudinalen  Schwingungen  erfolgen  ja  mit  je  einem,  die  trans- 
versalen mit  je  zwei,  die  Atomschwingungen  mit  je  drei  Freiheitsgraden. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(4)  -3-  +  -23-=  > 

wobei  v  als  die  mittlere  Wellengeschwindigkeit  bezeichnet  werden  kann, 
so  wird  also 

oder 
(5) 

Die  mittlere  Wellengeschwindigkeit  läßt  sich,  wie  schon  erwähnt, 
aus  der  Dichte  und  dem  Elastizitätsmodul  berechnen.  Der  Quotient  Nj  V 
stellt  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Atome  dar;  auch 
sie  kennt  man,  sobald  man  die  Dichte  und  das  Molekulargewicht  der 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  10 
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Substanz  kennt.  Es  läßt  sich  daher  nach  Gl.  5  die  maximale  Frequenz 
berechnen,  und  die  so  ermittelten  Werte  stimmen  in  ihrer  Größen- 
ordnung mit  denen  überein,  die  sich  auf  Grund  der  primitiveren  An- 
nahme einer  einheitlichen  Schwingungszahl  für  die  charakteristische 
Frequenz  ergeben  hatten. 

Für  die  gesamte  Energie  dichte  ergibt  sich  (nach  Gl.  8  des  §  106) 
der  Wert 

*'max   „  " 

(b)  v  =  ^-J--JT^" 

0  ellT_1 

Wenn  aber  nun  die  Temperatur  hinreichend  tief  ist,  dann  wird  hvjhT 
verhältnismäßig  groß,  und  daher  nimmt  der  Integrand  der  Gl.  6  mit 
wachsendem  v  sehr  rasch  ab;  wir  können  daher  in  diesem  Sonderfall 
hinreichend  tiefer  Temperatur  in  Gl.  6  die  Integrationsgrenze  vm2LX  durch 
oo  ersetzen.  Tun  wir  dies,  so  erlangen  aber  die  Gesetzmäßigkeiten 
Geltung,  die  in  §  106  abgeleitet  wurden.  Auch  wenn  wir  die  Möglich- 
keit zugeben,  daß  die  innere  Energie  des  Körpers  noch  einen  von  der 
Temperatur  unabhängigen  Bestandteil  aufweist,  so  müssen  doch  nach 
§  106  jedenfalls  der  dritten  Potenz  der  Temperatur  die  Differential- 
quotienten proportional  sein,  die  man  nach  der  Temperatur  von  der 
Energie,  von  dem  Druck  und  von  der  freien  Energie  bildet. 

Der  Differentialquotient  der  Energie  nach  der  Temperatur  stellt 
aber  nichts  anderes  dar  als  die  spezifische  Wärme,  sie  muß  also 
bei  tiefen  Temperaturen  der  dritten  Potenz  der  Temperatur 
proportional  sein.  Dieser  wichtige  Satz  ist  von  Debye  aus  seiner 
Theorie  abgeleitet  worden;  Messungen,  die  Nernst  und  andere  Forscher 
am  Diamanten,  an  Kupfer  und  anderen  Stoffen  vornahmen,  haben  in 
der  Tat  den  Satz  von  Debye  bestätigt. 

Mit  der  Energie  und  der  freien  Energie  hängt  nun  die  Entropie 
durch  die  schon  öfter  benutzte  Beziehung  zusammen 

CQ  .  .  *-  v 

(Gl.  1  des  §111).  Es  müssen  also  auch  die  beiden  Gleichungen  bestehen 
(8)  lim  4^  =  0 ;      Hm  6  =  0. 

Nach  diesen  Gleichungen  verschwindet  also  für  den  absoluten 
Nullpunkt  sowohl  der  Temperaturkoeffizient  der  freien  Energie 
als  auch  die  Entropie.  Diese  beiden  Be/.iehungen  bilden  den  Inhalt 
eines  wichtigen  Satzes,  den  —  unabhängig  von  der  Quantentheorie  - — 
schon  im  Jahre  1906  Nernst  aufstellte  und  der  darum  gewöhnlich 
als  der  NERNSTSche  Wärmesatz  bezeichnet  wird.   Er  wird  nicht  nur 
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für  feste  Körper  als  gültig  angenommen,  sondern  ganz  allgemein  für 
„kondensierte",  d.h.  sowohl  feste  als  auch  flüssige1  Systeme. 

Aus  dem  Nernst  sehen  Wärmesatz  ergibt  sich  (worauf  hier  nicht 
näher  eingegangen  werde)  eine  Fülle  der  wichtigsten  thermodynamischen 
und  vor  allem  thermochemischen  Folgerungen.  Nur  eine  möge  kurz  be- 
sprochen werden.  Da  nach  dem  vorhin  Gesagten  die  Entropie  nur  von 
der  Temperatur  abhängt,  so  muß  für  tiefste  Temperaturen 


■«  ff) 


=  0 

r=con8t 


sein.  Andererseits  ist  nach  Gl.  30  und  33  des  §  112,  wenn  wir  noch 
mit  der  Körpermasse  m  multiplizieren, 

{10}  dS=^-dT  -  %dp  . 

Die  Gl.  9  kann  somit  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 

m  .  &-*  '         \  'r: : 

ist.  Für  sehr  tiefe  Temperaturen  muß  also  das  Volumen  von  der  Tempe- 
ratur unabhängig  sein,  der  Ausdehnungskoeffizient  also  ver^ 
schwinden.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  in  der  Tat  durch  Mes- 
sungen von  Grüneisen  erwiesen  worden. 
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Stehende  Schwingungen  können  ebensowohl  wie  mechanisch-elasti- 
scher auch  elektromagnetischer  Natur  sein;  die  Zahl  der  Freiheits- 
grade beträgt  dann  allerdings  nicht  drei,  sondern  nur  zwei,  weil  die 
elektromagnetischen  Wellen  stets  rein  transversal,  longitudinale  Wellen 
also  unmöglich  sind.  Ein  System  stehender  elektromagnetischer 
Schwingungen,  das  einen  abgeschlossenen  Baum  erfüllt,  wird  nun  als 
Hohlraumstralilung  bezeichnet.  Für  ein  solches  System  müssen  natür- 
lich die  in  §  106  abgeleiteten  Sätze  gelten,  um  so  mehr,  als  ja  die  Be- 
schränkung durch  eine  Maximalfrequenz  wegfällt,  die  nur  bei  der  Be- 
trachtung von  Atomschwingungen  einen  Sinn  hatte, 

Elektromagnetische  Energie  kann  aber  nun  von  Atomen  ab- 
sorbiert und  emittiert  werden.  Es  ist  daher  ein  Energieaustausch 
möglich  zwischen  einer  Hohlraumstralilung  und  einem  aus  Molekeln  zu- 
sammengesetzten Körper  (den  man  sich  als  Stück  der  Begrenzung  oder 
im  Innern  des  Hohlraums  denken  kann).    Wenn  trotz  der  Möglichkeit 

1  Für  ideale  Gase  folgt  allerdings  aus  Gl.  1  des  §  115,  daß  die  spezifische 
Wärme  von  der  Temperatur  unabhängig  sei.  Die-  wirklichen  Gase  zeigen  hingegen 
bei  extrem  tiefen  Temperaturen  .,Entartungserscheinungen",  welche  auch  auf  eine 
Abhängigkeit  der  spezifischen  Wärme  von  der  Temperatur  (im  Sinne  des  Nernst- 
schen  Wärmetheorems;  hinweisen.  - 

10*  • 
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einer  gegenseitigen  Energieabgabe  weder  die  Hohlraumstrahlung  noch 
der  Körper  ihre  Energiewerte  ändern,  dann  sagt  man,  daß  zwischen 
beiden  thermodynamisches  Gleichgewicht  besteht.  Nach  den  all- 
gemeinen Prinzipen  der  Statistik  (§  IUI)  ist  dies  nur  dann  möglich, 
wenn  der  Verteilungsmodul  der  elektromagnetischen  Energie  gleich  ist 
dem  Wärmemodul  des  Körpers;  der  Modul  der  Hohlraumstriihlung  muß 
also  dann  gleich  sein  dem  Produkte  aus  der  Boltzmann  sehen  Kon- 
stante k  und  aus  der  Temperatur  des  Körpers,  mit  dem  die  Strahlung 
im  thermodynamischen  Gleichgewicht  steht.  Diese  Temperatur  kann 
dann  kurz  als  die  Temperatur  der  Hohlraumstrahlung  definiert 
werden.  Nach  den  hier  zutreffenden  Voraussetzungen  des  §  106  kann 
aber  nun  die  Energiedichte  nur  von  dem  Verteilungsmodul  abhängen, 
dessen  vierter  Potenz  sie  proportional  ist.  Im  thermodynamischen 
Gleichgewicht  kann  also  die  Strahlungsdichte  nur  eine  Funk- 
tion der  Temperatur  sein,  deren  vierter  Potenz  sie  eben  propor- 
tional sein  muß. 

Das  Gleichgewicht  des  zugleich  bestrahlten  und  strahlenden 
Körpers  muß  man  sich  wiederum  nach  einer  Vorstellung,  die  schon 
von  PrEvost  im  Jahre  18t)9  begründet  wurde,  so  vorstellen,  daß 
der  Körper  in  jedem  beliebigen  Zekintervall  ebensoviel  Energie 
emittiert  als  er  absorbiert.1  Die  auf  die  Flächeneinheit  und  die 
Zeiteinheit  bezogene  Menge  der  von  der  Körperoberfläche  ausgestrahlten 
Energie  wird  nun  als  das  Emissionsvermögen  des  Körpers  bezeichnet. 
Nennen  wir  es  K'f  so  ist  die  Energiemenge,  die  ein  Oberflächenelement  df 
in  dem  Zeitelement  dt  emittiert, 


Andererseits  ist  die  gesamte  Energiemenge,  die  auf  das  Flächenelement  df 
in  der  Zeit  dt  auftrifft,  gleich  zu  setzen 


wobei  eben,  weil  die  Strahlungsdichte  nur  von  der  Temperatur  abhängt, 
auch  die  Größe,  mit  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  df.dt 
noch  multipliziert  erscheint,  nur  eine  Funktion  der  Temperatur  sein 
kann.  Von  der  auftreffenden  Energiemenge  wird  im  allgemeinen  ein 
Bruchteil  Q.dE'  reflektiert.  Die  Größe  y  —  1  —  o  wird  der  Absorp- 
tionskoeffizient genannt;  denn  die  Energiemenge  y  dB'  wird  von  dem 
bestrahlten  Körper  absorbiert.  Im  thermodynamischen  Gleichgewicht 
muß  nun 


(i) 


dE  =  K'dfdt. 


(2) 


dE'  =  f(T).df dt 


dE=y.dE', 


1  PrIsvost  faßte  allerdings  die  Wärme  stofflich  auf 
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Für  eine  bestimmte  Temperatur  muß  danach  (bei  Voraussetzung 
thermodynamischen  Gleichgewichtes)  das  Verhältnis  des  Emissions- 
vermögens zum  Absorptionskoeffizienten  für  alle  Körper  den- 
selben Wert  haben.  Dieser  wichtige  Satz  ist  zuerst  von  Kirchhofe 
im  Jahre  18  >9  aufgestellt  worden.  Ist  im  besonderen  y  gleich  eins,  be- 
sitzt der  Körper  also  überhaupt  kein  Reflexionsvermögen,  so  nennt  man 
ihn  vollkommen  schwarz.2  Das  Emissionsvermögen  eines  voll- 
kommen schwarzen  Körpers  hängt  also  nur  von  der  Tempe- 
ratur ab. 

Andererseits  folgt  aus  den  Irl.  2  und  4,  daß  die  Energiemenge,  die 
in  der  Zeiteinheit  auf  die  OberHächeneinheit  eines  beliebigen  Körpers 
auftrifft,  im  thermodynamischen  Gleichgewicht  gleich  ist  dem  Emissions- 
vermögen, das  bei  dieser  Temperatur  ein  schwarzer  Körper  hat  und 
•das  einfach  mit  K  bezeichnet  werde. 

Der  genaue  Zusammenhang  zwischen  dem  Emissionsvermögen  und 
der  Strahlungsdichte  läßt  sich  nun  durch  eine  rein  geometrische  Be- 
trachtung ermitteln.  Wir 
■denken  uns  innerhalb  des 
Hohlraumes  ein  beliebig  ge- 
formtes kleines  Volumen  von 
der  Größe  V  abgegrenzt 
und  um  dieses  als  Mittel- 
punkt eine  Kugel  von  dem 
Halbmesser  r  konstruiert 
(Fig.  72).  Wir  fassen  nun 
von  der  Kugel  fläche  an  der 
Stelle  P  ein  beliebiges 
Flächenelement  d  g  ins 
Auge,  dessen  Lineardimen- 
sionen klein  seien  gegen- 
über denen  des  abgegrenzten  Volumens  V.  Wir  denken  uns  dann 
(vgl.  die  weitere  Fig.  73)  einen  ganz  beliebig  gerichteten  El,ementar- 
kegel  von  der  Öffnung  dco  konstruiert,  der  das  Flächenelement  da 
zur  Spitze  habe.  Seine  Richtung  wollen  wir  einerseits  durch  den 
Winkel  &  bestimmen,  den  die  Kegelrichtung  mit  der  Flächennormalen 
von  d  (j  bildet,  andererseits  durch  den  Winkel  cp,  den  die  Kegelrichtung 
mit  einer  beliebig  gewählten  Ebene  einschließt. 

Die  Energiemenge,  die  durch  das  Flächenelement  da  in  der  Zeit  d t 
in  den  Elementarkegel  hineingelangt,  wollen  wir  mit  dE0  bezeichnen. 
Es  ist  dann  jedenfalls  dEQ  den  Größen  da,  dt  und  dco,  überdies  aber 
auch,  wie  man  durch  eine  einfache  Überlegung  sofort  erkennt,  dem 
Kosinus  des  Winkels     proportional.    Denn  von  einem  Strablenbündel 


Fig.  72. 


Fig.  73. 


3  Als  vollkommen  schwarz  kann  unter  den  wirklichen  Stoffen  am  ehesten  Kuß 
angesehen  werden.  Ist  y  gleich  null,  so  nennt  man  den  Körper  vollkommen  spiegelnd. 


150  Thermodynamik. 


(das  wir  wegen  der  Kleinheit  von  da  als  parallel  ansehen  dürfen)  wird 
das  Flächen element  da,  dessen  Normale  mit  der  Strahlehrichtung  den 
Winkel  fr  einschließt,  wie  man  aus  Fig.  74  ohne  weiteres 
erkennt,  in  einem  bestimmten  Zeitelement  dieselbe  Energie- 
menge durchlassen  wie  ein  zu  der  Strahlenrichtung  senk- 
rechtes Flächenelement  von  der  Größe  da.  cos  fr.  Umgekehrt 
jwird  also  das  Flächenelement  da,  wenn  wir  es  beliebig  gegen 
die  Strahlenrichtung  drehen,  in  einem  bestimmten  Zeitelement 
(Energiemengen  durchlassen,  die  dem  Kosinus  des  Winkels  fr 
(proportional  sind. 
pl"1"^  Da  also    die    vorhin    in   die   Betrachtung  eingeführte 

Größe  dU0  den  Größen  dco,  da,  dt  und  cos  fr  proportional 
ist,  so  können  wir,  wenn  wir  den  Proportionalitätsfaktor  mit  C  be- 
zeichnen, setzen 

(5)  dJE0  =  Ccosfrdco  da  dt . 

Nun  ist  aber  andererseits  die  Öffnung  des  Elementarkegels,  d.  h.  der 
Flächeninhalt  des  Stückes,  das  der  Elementarkegel  aus  einer  Kugel  von. 
dem  Radius  eins  herausschneidet3, 

(6)  d  ro  =  smfrdfrd  cf  , 
und  somit  wird 

(7)  dE0  =  C  cos  #  sin  fr  d  fr  d  (f  da  dt. 

Andererseits  müßte,  wenn  d  a  nicht  das  Element  einer  bloß  geome- 
trisch konstruierten  Fläche,  sondern  etwa  das  Element  der  kugelförmigen 
Oberfläche  eines  physikalischen  Körpers  wäre,  auf  dieses  Element  in  der 
Zeiteinheit  von  außen  die  Energiemenge  Kda  fallen,  wenn  K  das 
Emissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers  bei  der  betreffenden  Tempe- 
ratur bedeutet.  Daher  muß  auch  umgekehrt  jedenfalls  die  gesamte 
Energie,  die  in  dem  Zeitelement  d  t  durch  das  bloß  geometrisch  gedachte 
Flächenelement  d  a  in  das  Innere  der  Kugel  hineingelangt,  gleich  sein 
Kda  dt  Wir  müssen  also  den  Ausdruck  Kda  dt  erhalten,  wenn  wir 
die  rechte  Seite  der  Gl.  7  über  alle  Werte  von  fr  von  null  bis  zu  einem 
rechten  Winkel  und  über  alle  Werte  von  cp  von  0  bis  2tt  integrieren. 
Wir  finden  also  die  Beziehung 

71  - 

2"  2.-T 

(8)  K  =  Cj  sin  frcosfrdfr  Jd  (f 

o  o 

oder 


(9)  K  =  2ti  Cf  sin  fr  d(sin  fr)=27iC 


sin2  & 
2 


2 

=  71  C 

0 


3  Es  ist  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  Rd&  und  R  sin  &d<p,  wobei  eben  R. 
der  Radius  der  Einheitskugel,  gleich  eins  ist. 
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Hieraus  folgt  für  die  Größe  dE0  nach  Gl.  5  der  Wert 

(10)  d\E0  =  -^-cos#  dco  da  dt. 

Dies  ist  der  Betrag  der  Energie,  die  in  einen  die  Öffnung  dco  be- 
sitzenden Elementarkegel  in  dem  Zeitelement  dt  durch  das  Flächen- 
element d  a  hineingelangt,  dessen  Flächennormale  mit  der  Kichtung  des 
Kegels  den  Winkel  &  bildet.4 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  zu  Fig.  72  zurückkehren,  mit  da  als 
Spitze  einen  zu  da  senkrechten  Elementarkegel  von  der  Öffnung  dco 
uns  konstruiert  denken,  der  aus  dem  Volumen  V  ein  Volumelement  d  V 
von  der  Länge  l  herausschneide.  Zur  Zurücklegung  dieser  Länge 
brauchen  die  Strahlen  die  Zeit 

(11)  T  =  —  , 

wenn  wir  mit  c  die  Lichtgeschwindigkeit  bezeichnen. 

Würden  nun  nur  durch  das  Klächenelement  da  Strahlen  in  das 
Volumelement  dV  gelangen,  so  müßte  offenbar  in  dem  Volum elem ent dV 
ständig  eine  ebenso  große  Energiemenge  enthalten  sein,  als  durch  das 
Flächenelement  da  in  der  Zeit  r  in  den  Elementarkegel  hineingelangt. 
Diese  Energiemenge,  die  wir  dE'  nennen  wollen,  ist  aber  nach  GL  10 

12)  4M'  =  K  r  dco'  da. 

n 

(Denn  cos  0  wird  ja  gleich  eins,  weil  die  zu  dem  Kugelmittelpunkt 
führende  Richtung  des  Elementarkegels  auf  d  a  senkrecht  steht.) 

Nennen  wir  nun  die  Flächenelemente,  die  der  Elementarkegel  aus 
der  Begrenzung  des  Volumens  V  herausschneidet,  df\  und  c?/'2  und  ihre 
gleich  großen  Projektionen  senkrecht  zu  der  Richtung  des  Elementar- 
kegels kurz  df,  so  wird  ja  (da  die  Entfernung  von  P  bis  zu  dem  ab- 
gegrenzten kleinen  Volumen  V  gleich  r  gesetzt  werden  darf), 

(13)  rf«>--4£- 

Andererseits  ist 

(14)  dV  =  Idf , 

und  somit  nimmt  die  Gl.  12,  wenn  wir  in  sie  die  Werte  aus  den  Gl.  13, 
14  und  11  einsetzen,  die  Form  an 

(15)  .  dE'  =  -*~rda  dV . 

Die  gesamte,  in  dem  Volumen  V  enthaltene  Energie  werden  wir 
somit  erhalten,  wenn  wir  in  Gl.  15  d  V  über  das  ganze  Volumen  V  und 
da  über  die  ganze  Fläche  der  Kugel  vom  Radius  r  integrieren.5  Da 

4  Bei  dieser  Ableitung  ist  allerdings  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  der 
Wert  des  Proportionalitätsfaktors  C  von  der  Richtung  unabhängig  sei. 

5  Denn  in  das  Volumen  V  können  ja  nur  solche  Strahlen  gelangen ,  die  die 
Fläche  der  Kugel  vom  Eadius  r  durchsetzt  haben. 
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das  erste  Integral  V\  das  zweite  4?-27t  ergibt,  so  wird  die  gesamte,  in 
dem  Volumen  V  enthaltene  Energie,  die  wir  E'  nennen  wollen, 

(16)  W  =  -^-y  4r2;r  V. 

n  er-  * 

Nun  stellt  aber  der  Quotient  aus  der  Größe  E'  und  dem  Vo- 
lumen V,  da  wir  ja  dieses  klein  gewählt  haben,  nichts  anderes  dar  als 
die  Energiedichte  ?/  an  der  Stelle  des  Volumens  V.    Wir  finden  somit 

(H)  ■  n  4K 

oder  umgekehrt 


c 


(18)  •  K=-L. 

4 

Da  der  Verteilungsmodul  der  Strahlung  gleich  ist  kT,  so  ist  nach 
Gl.  14  des  §  1U6 

(19)  v  =-  aT4* 
und  somit 

(20)  K=a-T 


'4 


wobei  (wegen  der  Zwei  zahl  der  Freiheitsgrade)  der  konstante  Propor- 
tionalitätsfaktor 

/Oi  \  48rr  a  k* 

(21)  «  = 

ist.  Das  Emissionsvermögen  eines  schwarzen  Körpers  ist  also 
der  vierten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  proportional. 
Dieses  wichtige  Gesetz  wurde  auf  Grund  von  experimentellen  Beobach- 
tungen anderer  Forscher  zuerst  von  Stefan  im  Jahre  1879  ausgesprochen 
und  dann  von  Boltzmann  auf  Grund  theoretischer  thermodynamischer 
Betrachtungen  (die  aber  von  den  hier  benutzten  völlig  verschieden  sind) 
bewiesen.  Ebenso  wie  die  Energiedichte  ist  auch  der  Strahlungsdruck 
der  vierten  Potenz  der  Temperatur  proportional,  da  er  ja  nach  Gl.  24 
des  §  106  gleich  ist  dem  dritten  Teile  der  Energiedichte.  Für  die  Kon- 
stante a  haben  die  Messungen  von  Kurlbaüm  den  Wert  ergeben 

(22)  '  «=  7,06. 10-15  3erg 

cm3  grad4 


§  120.   Das  Strahlungsgesetz  von  Planck. 

Ebensowohl  wie  die  Energiedichte  läßt  sich  auch  das  Emissions- 
vermögen spektral  nach  Frequenzintervallen  zerlegen.  Den  Anteil, 
der  von  dem  gesamten  Emissionsvermögen  auf  den  Spektralbereich  von 
v  bis  v  dv  entfällt,  findet  man,  indem  man  die  GL  6  des  §  106  mit 
der  Gl.  18  des  §  119  kombiniert.  Nennt  man  diesen  Anteil  Ky.dv,  so 
wird  wegen  der  Zweizahl  der  Freiheitsgrade 
/in  rr        2nhv*  l 
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Statt  nach  Frequenzen  kann  nun  das  Gesamtspektrum  auch  nach  Wellen- 
längen abgestuft  werden.  Wir  betrachten  ein  Intervall,  das  von  einer 
Frequenz  v  bis  zu  einer  v"  reiche;  diesen  Frequenz  werten  mögen  die 
Wellenlängen  X'  und  X"  entsprechen.  Es  sei  v"  —  v  gleich  Av  und 
X" —  X  gleich  AI.  Der  Anteil  an  dem  gesamten  Emissionsvermögen, 
der  auf  den  betrachteten  kleinen  Spektralbereich  entfällt,  kann  dann 
entweder  gleich  gesetzt  werden  Kv  A  v  oder  —  Kx  A  X .  (Denn  der 
größeren  Frequenz  entspricht  die  kleinere  Wellenlänge.)  Nun  hängen 
v  und  X  durch  die  bekannte  elementare  Beziehung  zusammen 

(2)  *-f 

(Gl.  9  des  §  55.)    Differentiieren  wir,  so  finden  wir 

(3)  dv  =  -^dX. 
Daher  ist 

(4)  ^  =  fA".- 
und  folglich  nach  Gl.  1  und  2 

/k\  v        2nhc2  1 

<5)  Kx=  —*  7^— ' 

ekXT  -  1 

Diese  Gleichung  stellt  das  berühmte  Strahlungsgesetz  von 
Planck  dar.  Er  gewann  es  im  Jahre  1900,  indem  er  in  die  theore- 
tische Physik  als  eine  radikale  Neuerung  die  Hypothese  des  elemen- 
taren Wirkungsquantums  einführte.  Es  bedeutete  eine  glänzende 
Rechtfertigung  für  die  neue  Hypothese,  daß  durch  genaue  Messungen 
das  Planck  sehe  Strahlungsgesetz  gut  bestätigt  wurde,  während  sich  alle 
früher  aus  der  „klassischen  Theorie"  abgeleiteten  Gesetze  als  nur  be- 
schränkt gültig  erwiesen.1 

Durch  das  PLANCKSche  Strahlungsgesetz  wird  das  spezifische,  das 
sogenannte  „monochromatische"  Emissionsvermögen  für  einen  kleinen 
Spektralbereich  als  Funktion  zweier  Veränderlicher  dargestellt,  einer- 

1  Die  beiden  früher  abgeleiteten  Strahlungsgesetze  ergeben  sich  als  Spezial- 
fälle des  Planck  sehen,  und  zwar  je  nachdem,  ob  das  Produkt  IT  klein  oder  groß 
ist.  Im  ersten  Falle  wird  der  Exponentialausdruck  der  Gl.  5  groß  gegenüber  eins. 
(Der  Ausdruck  eh/k  ist,  wie  sich  aus  den  Werten  von  h  und  k  ergibt  in  absolutem 
Maß  ungefähr  gleich  1^-)  Infolge  der  Größe  des  Exp<>nentialausdruckes  kann  also 
in  dem  betrachteten  Spezialfall  die  Zahl  1  weggelassen  werden,  und  Gl.  5  nimmt 
dann  die  besondere  Form  an 

ch 

(5  b)  K}  =  — —  .e 

Dieses  Strahlungsgesetz,  das  also  nur  eine  beschränkte  Gültigkeit  und  zwar 
nur  für  das  Ultraviolette  oder  für  tiefe  Temperaturen  besitzt,  ist  von  Wien 
im.  Jahre  1896  aufgestellt  worden.  —  Ist  hingegen  das  Produkt  IT  groß,  haben  wir 
es  also  mit  großen  Wellenlängen  oder  hohen  Temperaturen  zu  tun,  so  wird  der 
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seits  der  Temperatur  und  andererseits  der  Wellenlänge.  Diffe- 
rentiieren  wir  partiell  nach  der  Wellenlänge,  so, ergibt  sich  die  Beziehung 

,:fi\  10 7f  h  c*  2nhdl  eh  uvr 


&  X  {     eil  \     1  /    efe  \2      £^  rp 


•  e 


Je  IT 


Aus  dieser  Gleichung  kaun  die  Wellenlänge  ermittelt  werden,  für  die 
das  spezifische  Emissionsvermögen  ein  Maximum  darstellt.  (Denn 
daß  es  eine  solche  Wellenlänge  geben  muß,  geht  daraus  hervor,  daß 
nach  Gl.  5  für  jede  Temperatur  Kx  sowohl  für  A  =  0  als  auch  für  1  =  oo 
verschwinden  muß.)  Für  diese  ausgezeichnete  Wellenlänge,  die  ge- 
nannt werde,  muß  dKJd).  verschwinden.    Setzt  man  zur  Abkürzung 


c  h 

k  Vax  T 


ß 


so  muß  also  die  Beziehung  erfüllt  sein 


-5  +  -{^-0 
eß-  1 

oder 

(8)  {+e~ß=  1 

Die  durch  die  Gl.  7  definierte  Größe  ß  ist  also  eine  konstante  Zahl,  und 
zwar  ist  als  Wurzel  der  transzendenten  Gleichung  (8) 

(9)  ß  =  4,9651. 

Das  Produkt  aus  der  Wellenlänge,  der  das  Maximum  des  spezi- 
fischen Emissionsvermögens  entspricht,  und  aus  der  absoluten  Tempe- 
ratur muß  somit  nach  Gl.  7  ebenfalls  eine  Konstante  sein.  Wir  können 
also,  wenn  wir  diese  mit  b  bezeichnen,  setzen 

(10)  •  Amax.2'=/>. 

Mit  zunehmender  Temperatur  verschiebt  sich  also  die  Wellenlänge  des 
maximalen  spezifischen  Emissionsvermögens  in  der  Eichtung  von  größeren 
zu  kleineren  Wellenlängen,  innerhalb  des  sichtbaren  Spektrums  also 


Exponent  des  Planck  sehen  Strahlungsgesetzes  klein,  und  man  kann  daher  die  für 
kleine  Werte  einer  Größe  x  gültige  Näherungsformel  benutzen,  derzufolge  ex  gleich- 
gesetzt wird  1  -f  x  .    Gl.  5  nimmt  daher  dann  die  Form  an 

2nekT 

5c)  Ä;  -   -  


Diese  Gleichung  stellt  das  ebenfalls  nur  beschränkt,  nämlich  nur  im  Ultraroten 
oder  für  hohe  Temperaturen  gültige  Strahlungsgesetz  von  Eayleioh  (1900) 
dar.  Es  ergibt  sich,  wie  nur  nebenbei  erwähnt  sei,  ohne  weiteres  aus  dem  Prinzip 
von  Rayi.eigh  und  Je\ns,  wenn  man  den  Mittelwert  der  Energie  der  einzelnen 
Eigenschwingung  zu  kT  annimmt. 
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vom  roten  zu  dem  violetten  Ende.2  Das  durch  die  Gl.  10  ausgedrückte 
Gesetz  wurde  bereits  vor  der  Begründung  der  Quantentheorie  durch 
rein  thermodynamische  Betrachtungen  von  Wien  im  Jahre  1893  ge- 
wonnen; es  wird  als  das  Verschiebungsgesetz  von  Wien  bezeichnet. 
Genaue,  von  Lümmer  und  Peingsheim  durchgeführte  Messungen 
haben,  indem  sie  zugleich  das  Gesetz  bestätigten,  für  die  Konstante  b 
den  Wert  ergeben 

(11)  b  =  0,294  cm  grad . 

Sie  hängt  nach  Gl.  7  mit  den  universellen  Konstanten  h  und  k  durch 
die  einfache  Beziehung  zusammen 

f12)'  '      Y        <>  -  i\  ■  > 

Indem  nun  Planck  diese  Gleichung  mit  der  Gl.  21  des  §  119  kom- 
binierte, vermochte  er  die  Konstanten  h  und  k  dadurch  zu  berechnen,  daß 
er  nach  diesen  beiden  Größen  als  Unbekannten  die  beiden  Gleichungen 
auflöste.  In  der  Tat  sind  ja  die  Konstanten  a  und  b  des  Stefan  sehen 
und  des  Wien  sehen  Gesetzes  durch  Messungen  bekannt,  ebenso  natür- 
lich die  Lichtgeschwindigkeit;  sonst  aber  enthalten  die  beiden  Glei- 
chungen nur  reine  Zahlen.    Planck  fand  so 

Ii  =  6,548 . 10"27  erg. sec;      k  =  1,346 . 10~1G  erg/grad  , 

und  daraus  für  die  Loschmidt  sehe  Zahl  als  den  Quotienten  aus  Gas- 
konstante und  k 

L  =  6,175. 1023". 

Hieraus  folgte  endlich  aus  der  bekannten  Faeaday  sehen  Konstanten 
durch  Division  durch  L 

e  =  4,69  . 10- 10  elektrostat.  Einheiten. 

Diese  Werte,  die  Planck  im  Jahre  1900  aus  seinem  Straubings - 
gesetze  ableitete  und  die  die  ersten  exakten  Werte  für  diese  univer- 
sellen Konstanten  waren,  stimmen  in  ausgezeichneter  Weise  mit  denen 
überein,  die  sich  später  viel  genauer  aus  anderen  Untersuchungen  ergaben. 

Für  die  vier  Fundamentalkonstanten  der  Atomistik,  nämlich  h,  e7 
n,  und  M  (Masse  der  negativen  und  der  positiven  Elektronen)  liefert  so 
die  moderne  Physik  wenigstens  zwölf  verschiedene,  voneinander  unab- 


2  Dadurch  erklärt  sich  die  bekannte  Erfahrungstatsache,  daß  die  Körper  bei 
der  Erhitzung  zunächst  rot,  erst  bei  höheren  Temperaturen  gelb  und  bei  ganz 
hohen  weiß  glühen.  Auch  daß  alle  Körper,  wie  zuerst  Draper  fand,  bei  derselben 
Temperatur  von  525°  (über  dem  Eispunkt)  zu  glühen  beginnen,  erklärt  sich  aus  der 
Gl.  10,  die  ja  keine  Größen  enthält,  die  von  der  chemischen  Natur  des  strahlenden 
Körpers  abhängen.  Es  ist  aber  ausdrücklich  zu  beachten,  daß  die  Gesetze  von 
Planck  und  Wien  nur  für  solche  Strahlung  gelten,  die  auf  Kosten  des  Wärme- 
vorrates des  strahlenden  Körpers  erfolgt.  (Dies  ist  nicht  der  Fall  bei  den  so- 
genannten Lumineszenzerscheinungen.) 
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hängige  Gleichungen,  die  nur  diese  Konstanten  als  Unbekannte  in 
mannigfachen  Kombinationen  enthalten,  wie  die  folgende  Übersicht  zeigt 
(dabei  ist  k  ersetzt  durch  RjM  und  der  Unterschied  zwischen  M  und 
M  +  m  vernachlässigt). 


Methode 

s.  § 

Vorkom- 
mende 
Kombi- 
nation von 

L 

Individualbeobachtung  kleiner  elektrischer  Ladungen. 

Gl.  26  des  §84 

e 

II. 

§  76 

e 

III. 

Ablenkung  der  Kathodenstrahlen  

§  69 

ej  m 

IV. 

Gl.  1  des  §  76 

eJM 

V. 

Gl.  4  des  §  67 

e/M 

VI. 

Gl.  3  des  §  78 

h\e 

VII. 

Gl.  1  des  §  83 

e4  m  l  h''' 

VIII. 

Gl  18  des  §84 

m\M 

IX. 

e?fh 

X. 

Gl.  21  des  §119 

M*lh> 

XL 

Gl.  12  des  §120 

h\M 

XII. 

§115 

M 

(Dabei  sind  gar  nicht  berücksichtigt  die  Dispersion  des  Lichtes,  der 
Zeeman- Effekt,  die  Molekularströme,  die  Konzentration  von  Emul- 
sionen und  andere  Erscheinungen,  die  ebenfalls  eine  Berechnung 
der  Fundamentalkonstanten  gestatten.)  Wie  immer  man  aus  den  zwölf 
erwähnten  Gleichungen  deren  vier  Unbekannte  ermittelt,  man  erhält 
innerhalb  der  Fehlergrenzen  stets  dieselben  Werte.  Wenn  es  als  ein 
Argument  für  die  Existenz  unserer  Außenwelt  gilt,  daß  Gesichts-,  Gehörs- 
und Tastempfindungen  zu  denselben  Objekten  führen,  dann  darf  die 
theoretische  Physik  einen  sicheren  Beweis  für  die  wirkliche  Exi- 
stenz der  Elektronen,  der  Atome,  und  des  elementaren  Wir- 
kungsquantums darin  erblicken,  daß  sich  die  charakteristischen  Kon- 
stanten der  Atomistik  nach  grundverschiedenen  Methoden  gleichwohl 
stets  in  denselben  Werten  ergeben. 


XV.  Kapitel. 

Die  Relativitätstheorie. 

§  121.  Der  Versuch  von  Michelson. 

Aus  der  Theorie  der  Relativbewegung  folgt  (wie  in  §  23  aufgeführt 
wurde)  das  mechanische  Eelativitätsprinzip,  demzufolge  für  zwei 
gegeneinander  gleichförmig  bewegte  Koordinatensysteme  alle  mecha- 
nischen Gleichungen  dieselbe  Form  besitzen.  Von  vornherein  müßte- 
es  nun  als  unwahrscheinlich  angesehen  werden,  daß  dasselbe  Prinzip 
nicht  auch  für  die  Gleichungen  der  Elektrodynamik  und  der  Optik 
gelten  sollte;  indessen  zeigt  bereits  eine  kurze  Überlegung,  daß  diese 
Vorstellung  auf  große  Schwierigkeiten  stößt. 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  parallele  Koordinatensysteme,  deren 
zweites  gegenüber  dem  ersten  mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegt  sei 
(in  einer  Richtung,  die  wir  mit  der  gemeinsamen  ^-Richtung  zusammen- 
fallen lassen),  so  sind  nach  den  üblichen  Regeln  der  Kinematik  die 
Koordinaten  im  zweiten  System  (die  wir  durch  Doppelstriche  kenn- 
zeichnen wollen)  mit  denen  des  ersten  Systems  (die  einfach  gestrichen 
seien)  durch  die' Beziehungen  verknüpft 

(1)  x"  =  x>-lut  ,     y"  =  y'  ,     z"  =  z'  . 

Hat  also  in  dem  ersten  System  eine  mechanische  Gleichung  die  Form 

(2a)  <p  (x,  y'l  z'\  0  =  0', 

so  verlangt  das  mechanische  Relativitätsprinzip,  daß  dieselbe  Funk- 
tion auch  Null  sein  muß,  wenn  man  x'  durch  (x'—ut)  ersetzt,  daß 
also  auch 

(2b)  v  (*",  y", 0  =  0 

ist. 

Man  erkennt  aber  nun  ohne  weiteres,  daß  zu  den  Gleichungen,  die 
bei  dem  Übergang  von  dem  ersten  zum  zweiten  Koordinatensystem 
ihre  Form  unverändert  beibehalten,  die  Gleichung  nicht  gehören  kann, 
die  die  gleichförmige  Ausbreitung  des  Lichtes  in  Kug-elwellen 
beschreibt.  Gilt  nämlich  diese  Gleichung,  derzufolge 


(3) 


xt  +  y2  +  z2  -  c2  (2  =  o 
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ist,  im  ersten  Koordinatensystem,  so  kann  sie  nicht  im  zweiten  gelten; 
denn  nach  Gl.  1  ist,  wofern  u  von  Null  verschieden  ist,  unbedingt 

(4)  x"2  +  y"2  +  z"  2-  c2 t2  f  x'2  -f  y'2  +  z'2  -c2t2  . 

.  Im  Gegensatze  zu  dem  mechanischen  Eelativitätsprinzip,  das  den 
Begriff  einer  absoluten  Bewegung  als  unmöglich  beseitigt,  schien  aus 
der  letzten  Ungleichung  hervorzugehen,  daß  es  überhaupt  nur  ein 
einziges  System  geben  könne,  in  dem  sich  das  Licht  nach  allen  Rich- 
tungen gleichförmig  mit  derselben  Geschwindigkeit  ausbreitet.  Wäre 
dies  aber  der  Fall,  dann  könnte  offenbar  auf  der  bewegten  Erde  von 
einer  nach  allen  Richtungen  gleichmäßigen  Ausbreitung  des  Lichtes 
nicht  die  Rede  sein;  und  es  schien  sich  so  den  Physikern  die  verlockende 
Möglichkeit  zu  eröffnen,  durch  Feststellung  solcher  Ungleithmäßigkeiten 
die  Bewegung  der  Erde  relativ  zu  jenem  ausgezeichneten  einzigen  System, 
also  offenbar  die  Bewegung  der  Erde  relativ  zu  dem  sogenannten 
Lichtäther  nachzuweisen  oder  gar  zu  messen". 

Unter  den  mannigfachen  Versuchen,  die  sich  dieses  Ziel  setzten1, 
hat  weitaus  die  größte  Bedeutung  der  berühmte  Versuch  von  Michel - 
son  (1881)  erlangt.    Ein  von  einer  Lichtquelle  L  ausgehender  Strahl 
s  (Fig.  75)  fällt  bei  diesem  Ver- 

suche unter  einem  Winkel  von 
45  0  auf  einen  halbdurchlässigen 
Spiegel  S.  Er  teilt  sich  derart 
in  zwei  zueinander  senkrechte 
Strahlen,  die  von  zwei  weiteren 
*?V  ^    Spiegeln       und  S2  reflektiert 

 ^/  )(   werden,  die  beide  von  S  um 

'  die   (nahezu)  gleiche  Länge  l 

entfernt  sind.  An  der  Stelle  P 
werden  mittels  eines  Fernrohres 
die  Interferenzerscheinungen  be- 
obachtet, die  durch  Superposi- 
tion  der  von  den  Spiegeln  S± 
und  S2  kommenden  Strahlen 
_p  hervorgerufen  wTerden.  Da  näm- 

Fig.  75.  lieh  die  Strecken  SS?i  und  SS-l 

voneinander  im  allgemeinen  um 
einen  ganz  kleinen  Betrag  verschieden  sein  werden,  so  wird  man  (worauf 
hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll)  im  Fernrohr  dieselben  äqui- 
distanten  Interferenzstreifen  wahrnehmen,  wie  sie  (bei  geeigneter  Ver- 
suchsanordnung) durch  Reflexion  an  planparallelen  Platten  entstehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  gäbe  einen  Lichtäther,  in  dem  sich  also 
das  Licht  nach  allen  Richtungen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  c 

1  Eine  auscührliche  Zusammenstellung  all  di  eser  Versuche  findet  sich  z.B.  im 
ersten  Kapitel  dar  „Relativitätstheorie"  von  Lade  (2.  Aufl.,  Braunschweig  1913). 
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fortpflanzte;  nehmen  wir  ferner  an,  daß  in  bezug  auf  diesen  Lichtäther 
die  Erde  die  Translationsgrs chwindigkeit  u  habe;  nennen  wir  dann  die 
Geschwindigkeit  eines  bestimmt  gerichteten  Lichtstrahles  in  bezug  auf 
den  Lichtäther  va,  hingegen  seine  Geschwindigkeit  in  bezug  auf  einen 
irdischen  Beobachter  vif  so  wäre  nach  der  Formel  für  die  Relativ- 
geschwindigkeit  (von  der  Eotation  der  Erde  sehen  wir  dabei  ab) 

(5)  Va^*i.+  U  > 

wobei  der  Vektor  t>a  stets  den  Betrag  c  haben  müßte. 

Wir  denken  uns  nun  den  Appaiat  so  gestellt,  daß  die  Gerade  SSt 
•die  Richtung  des  Vektors  u  habe.  Wir  bezeichnen  den  Betrag  der 
„irdischen"  Geschwindigkeit  des  Lichtes  auf  der  Strecke  SSl  mit  t1/, 
auf  der  Strecke  SiS  mit  Da  in  diesen  beiden  speziellen  Fällen 

die  Vektoren  of  und  u  gleich,  bzw.  entgegengesetzt  gleich  gerichtet  sind, 
so  liefert  die  Gl.  5  die  Beziehungen 


(6) 


{c  =  vx'  +  u 
/f 
c  —  vx  —  u 


Die  irdische  Geschwindigkeit  des  Lichtes  auf  der  Strecke  SS2  soll  mit 
v2,  auf  der  Strecke  S2S  mit  v2"  bezeichnet  werden.  Da  in  diesen  beiden 
Spezialfällen  die  Vektoren  üf  und  u  aufeinander  senkrecht  stehen,  das 
Quadrat  des  Betrages  ihrer  geometrischen  Summe  also  nach  dem  pytha- 
goreischen Lehrsatz  einfach  gleich  wird  der  Summe  der  Quadrate  der 
Einzelbeträge,  so  ergeben  sich  aus  Gl.  5  die  Beziehungen 

(7)  (    c2  =  v22  +  u*  • 

Nennen  wir  also  die  Zeit,  die  das  Licht  zum  Zurücklegen  des  Weges  SS1 
und  zurück  braucht,  tx,  die  Zeit,  in  der  es  den  Weg  SS2  und  zurück 
durchläuft,  t2,  so  wird  nach  den  Gl.  6  und  7 

(S)  t  =  J  ,   L  =  JL_  .    1   =  IL  d  _       1 . 

>  '  1       Vx.       Vx"       c-ü.      e+u        e    \        cl  ) 

Hingegen  wird 

(9)  t2  =  -L'+  —  =  -M=,  =  "*t  ( i  -  «LH  • 

Die  Gl.  8  und  9-  können  wir  nun  mittels  des  binomischen  Lehrsatzes 
durch  Reihenentwicklung  umformen.  Wir  benutzen  dazu  die  bekannte 
für 

-•1  <x<+.l 

allgemein  gültige  Formel. 

(10)  {1+Xy=l+1LX  +  1<?^LRX2  +  :.. 
Danach  ist 

m      •  (i-^r-i  +  s +-?  -+■• 
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hingegen 

(12>        (1-^)"i=1  +  Y^  +  4^+- 

und  somit  näherungsweise 

(13)  h~\=™-. 

Falls  aber  nun  die  Größe  t2)  infolge  der  Erdbewegung  von 

Null  verschieden  wäre,  dann  müßte  dies  offenbar  zur  Folge  haben,  daß 
die  Interferenzstreifen  gegenüber  der  Lage  verschoben  wären, 
die  sie  hätten,  wenn  die  Erde  relativ  zum  Lichtäther  ruhte.  Nennen 
wir  den  Betrag  dieser  Verschiebung  r',  den  Abstand  zweier  benachbarter 
Interferenzstreifen  r  und  die  Periode  des  verwendeten  einfarbigen  Lichtes 
t,  so  muß  offenbar  die  Proportion  bestehen 

(14)  *■':*•  =  (*i-*a) 

oder,  wenn  wir  die  Wellenlänge  des  Lichtes  mit  1  bezeichnen  und  be- 
achten, daß  X  gleich  er  ist, 

Dreht  man  nun  den  ganzen  Apparat  in  seiner  Ebene  um  einen 
rechten  Winkel,  dann  wird  die  Zeit  tif  die  das  Licht  zur  Zurücklegung 
des  Weges  SS1  und  zurück  braucht,  jetzt  so  groß,  wie  früher  die  Zeit  t2 
war.  Hingegen  wird  jetzt  die  Zeit  t2,  in  der  das  Licht  die  Strecke  SS2 
und  zurück  durchläuft,  so  groß,  wie  früher  die  Zeit  tx  war.  Es  ergibt 
sich  nunmehr  also  für  die  Differenz  (tx  —  t2)  der  Betrag 

16)  'i-<2  =  --^- 

Die  Interferenzstreifen  müßten  somit  jetzt  gegenüber  der  Lage,  die  sie 
hätten,  wenn  die  Erde  ruhte,  um  denselben  Betrag  wie  früher,  jedoch  in 
entgegengesetztem  Sinne,  verschoben  sein.  Insgesamt  müßten  also  nach 
erfolgter  Drehung  des  Apparates  die  Interferenzstreifen  um  eine  Strecke  2/ 
gegenüber  der  Lage  verschoben  sein,  die  sie  vor  der  Drehung  des  Appa- 
rates hatten.  Drücken  wir  die  Gesamtverschiebung  der  Interferenz- 
streifen, die  durch  die  Drehung  des  Apparates  bewirkt  werden  müßte, 
als  Bruchteil  a  des  Abstandes  zweier  benachbarter  Streifen  aus,  so 
wird  also 

(17)  «  =  2i£- 

Nun  beträgt  allerdings  die  Translationsgeschwindigkeit  der  Erde 
nur  den  zehntausendsten  Teil  der  Lichtgeschwindigkeit,  so  daß  u2/c2 
gleich  10~8  wird.  Andererseits  maß  aber  bei  Michelsons  Versuch  die 
Strecke  l  auch  einige  Meter  und  wurde  schließlich  durch  ein  verbessertes 
Verfahren  bei  einem  neuerlichen  Versuch  von  Michelson  und  Mor- 
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ley  (1887)  bis  zu  11  m  erhöht.2  Da  X  ungefähr  6  . 10~5  cm  ist,  ergab 
sich  somit  für  a  der  Wert  0,4.  Bei  dem  Herumdrehen  des  Apparates 
hätten  sich  demnach  die  Interferenzstreifen  um  die  Hälfte  des  Ab* 
Standes  zweier  Nachbarstreifen  verschieben  müssen.  Von  der  erwarteten 
recht  beträchtlichen  Verschiebung  war  aber  nicht  das  mindeste  wahr- 
zunehmen.3 

§  122.  Das  Relativitätsprinzip  von  Einstein. 

Dasselbe  Schicksal  wie  der  Versuch  von  Michelson  und  Morley 
hatten  auch  alle  anderen  Experimente,  die  einen  Einfluß  der  Erdbewegung 
auf  die  Lichtausbreitung  nachweisen  sollten;  sie  blieben  durchwegs 
ergebnislos.  Mit  zwingender  Notwendigkeit  "ergab  sich  somit  die 
Folgerung,  daß  trotz  der  Bewegung  der  Erde  sich  gleichwohl  für  einen 
irdischen  Beobachter  das  Licht  nach  allen  Kichtungen  mit  derselben 
Geschwindigkeit  fortpflanze.  Das  Belativitätsprinzip  scheint  somit 
in  der  Tat  ebenso  wie  für  die  mechanischen  Erscheinungen  auch  für 
die  elektrodynamischen  und  optischen  Phänomene  Geltung 
zu  besitzen;  und  danach  müßten  überhaupt  alle  Gleichungen,  die 
in  bezug  auf  ein  bestimmtes  System  beliebige  physikalische  Vorgänge 
beschreiben,  ihre  Form  unverändert  beibehalten,  wenn  das  ur- 
sprüngliche System  durch  ein  anderes  ersetzt  wird,  das  gegenüber  jenem 
gleichförmig  bewegt  ist.  Eine  solche  Folgerung  schien  nicht  nur 
durch  den  MiCHELSONSchen  Versuch  nahegelegt;  sie  entspricht  auch 
dem  physikalischen  Einheitsgedanken,  mit  dem  die  Vorstellung  nicht 
verträglich  ist,  daß  die  Geltung  des  Eelativitätsprinzipes  auf  einen  ein- 
zelnen Zweig  der  Physik  beschränkt  sein  sollte.  Aber  andererseits  steht 
die  Erweiterung  des  Eelativitätsprinzipes  auf  das  elektrodynamisch- 
optische Gebiet  im  Widerspruch  mit  der  aus  der  üblichen  Kinematik 
sich  notwendigerweise  ergebenden  Ungleichung  (4)  des  §  121 ;  und  der 
theoretischen  Physik  entstand  somit  die  schwierige  Aufgabe,  diesen 
Widerspruch  zu  lösen. 

Dies  versuchten  zuerst  Lorentz  und  Fitzgerald  durch  die 
Hypothese,  daß  ein  jeder  gegen  den  Äther  bewegter  Körper  in  der  Bich- 
tung  seiner  Bewegung  eine  von  der  Größe  der  Geschwindigkeit  abhängige 
Kontraktion  erfahre;  in  der  Tat  ließ  sich  durch  diese  ad  hoc  ersonnene 
Annahme  die  Ergebnislosigkeit  des  MiCHELSONSchen  Versuches  erklären. 
Aber  erst  dem  kritischen  Scharfsinn  Einsteins  ist  es  gelungen,  den 


2  Es  wurde  nämlich  jeder  Lichtstrahl  mehrmals  hin  und  her  reflektiert. 

3  Bei  noch  späteren  Versuchen  von  Morley  und  Miller  (1905)  wurde  die 
Strecke  l  sogar  bis  auf  32  m,  a  somit  bis  auf  1  erhöht.  Die  große  Bedeutung  des 
Michelson  wellen  Versuches  beruht  darauf,  daß  bei  ihm  der  erwartete  Effekt  von 
der  zweiten  Potenz  des  Verhältnisses  u/c  abhängt.  Lorentz  hatte  nämlich  bereits 
(worauf  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll)  gezeigt,  daß  sich  das  Ausbleiben 
eines  Effektes  in  all  den  Fällen  durch  einfache  Annahmen  erklären  läßt,  in  denen  für 
den  Effekt  nur  die  erste  Potenz  des  Verhältnisses  u/c  maßgebend  ist. 
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Widerspruch  von  viel  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus  und  auf  viel 
natürlichere  Art  dadurch  zu  lösen,  daß  er  die  Physik  von  einem  tief  ein- 
gewurzelten Vorurteil  befreite,  das  hauptsächlich  durch  den  Einfluß 
Newtons  zu  einem  Fundament  der  theoretischen  Physik  geworden  war; 
es  war  dies  die  Vorstellung  einer  absoluten  Zeit.1 

-  Mit  dem  größten  Nachdruck  wies  Einstein  darauf  hin,  daß  es 
eine  durch  nichts  gerechtfertigte  Willkür  sei,  wenn  man  zwei  gegen- 
einander bewegten  Systemen  dieselbe  Zeit  zuschreibt.  Ganz  im  Gegen- 
teil müsse  man  fordern,  daß  sich  die  Beobachter  in  beiden  Systemen 
zu  ihren  Zeitbestimmungen  genau  ebenso  eines  verschiedenen  Zeit- 
maßes bedienten,  wie  sie  zur  Angabe  der  Lage  eines  bestimmten  Kör- 
pers verschiedene  räumliche  Koordinaten  gebrauchten. 

Während  also  die  beiden  Seiten  der  Ungleichung  (4)  des  §  121  stets 
voneinander  verschieden  sein  müssen,  solange  an  der  Vorstellung  einer 
absoluten  Zeit  festgehalten  wird,  kann  sich  die  Ungleichung  in  eine 
Gleichung  verwandeln,  wenn  auf  ihrer  linken  Seite  t  durch  t',  auf  ihrer 
rechten  t  durch  t"  ersetzt  wird,  wobei  t'  und  t"  die  Zeiten  sind,  die  sich 
für  die  Beobachter  in  dem  ersten  und  in  dem  zweiten  System  bei  ihren 
Messungen  ergeben.  Natürlich  muß  dann  auch  an  die  Stelle  des  einfachen, 
durch  die  Gl.  1  des  §  121  gegebenen  Zusammenhanges  zwischen  x"  und 
x'  eine  kompliziertere  Verknüpfung  treten,  in  der  nicht  mehr  wie  in 
jenem  Zusammenhang  die  absolute  Zeit  vorkommt. 

Indem  derart  Einstein  durch  die  Ausrottung  des  Vorurteils  einer 
absoluten  Zeit  das  Hindernis  wegräumte,  das  einer  Ausdehnung  des 
Eelativitätsgedankens  auf  das  Gesamtgebiet  der  Physik  im  Wege  ge- 
standen War,  konnte  er  im  Jahre  1905  sein  berühmtes  Belativitäts- 
prinzip  aufstellen.  Nach  dem  Belativitätsprinzip  von  Einstein 
muß  jedes  physikalische  Ereignis,  das  in  einem  bestimmten  Bezugs- 
system durch  eine  bestimmte  Gleichung  beschrieben  wird,  in  einem 
gegenüber  dem  ersten  gleichförmig  bewegten  System  durch  die- 
selbe Gleichung  beschrieben  werden,  woferne  man  in  ihr  die  räum- 
lichen und  zeitlichen  Koordinaten  des  ersten  Systems  durch  die  des 
zweiten  ersetzt. 

Umgekehrt  müssen  somit  die  räumlichen  und  zeitlichen  Koordinaten 
in  zwei  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  Systemen  ganz  allgemein 
durch  eine  universelle,  nur  von  der  wechselseitigen  Eelativ- 
geschwindigkeit  abhängige  Beziehung  verknüpft  sein,  deren 
Form  durch  die  Forderung  bestimmt  ist,  daß  in  beiden  Systemen 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  nach  allen  Kichtungen  den- 
selben Wert,  und  zwar  den  einer  universellen  Konstanten  c  zu  be- 
sitzen scheint.  * 


1  Die  erste  Definition  in  Newtons  „Mathematischen  Prinzipien  der  Natur- 
lehre" lautet:  „Tempus  absolutum  verum  et  mathematicum  in  se  et  natura  sua  sine 
relatione  ad  externum  quodvis  aequaliter  fluit".  Mit  aller  Entschiedenheit  ist  New- 
tons Vorstellung  einer  absoluten  Bewegung  namentlich  von  Mach  bekämpft  worden. 
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§  123.   Die  LORENTZ-Transformation. 

Auf  Grund  des  EiNSTEiNSchen  Kelativitätsprinzipes  entsteht  als 
offenbar  grundlegendes  Problem  vor  allem  die  Aufgabe,  die  Beziehungen 
zu  ermitteln,  die.  zwischen  den  räumlichen  und  zeitlichen  Veränder- 
lichen in  zwei  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  Systemen  bestehen 
müssen,  damit  in  beiden  Systemen  die  Ausbreitung  des  Lichtes 
in  Kugelwellen  mit  derselben  Geschwindigkeit  c  zu  erfolgen  scheint. 

Wir  bezeichnen  die  Veränderlichen  im  ersten  System  kurz  mit 
x,  y,  z,  t  (t  bedeutet  also  jetzt  nicht  wie  in  §  121  die  absolute  Zeit,  son- 
dern die  dem  ersten  System  eigene) ;  die  Veränderlichen  im  zweiten  System 
mögen  x',  y',  z',  t'  heißen.  Gegenüber  dem  ersten  Koordinatensystem 
(dem  x- ?/-£- Achsenkreuz)  soll  sich  nun  das  zweite  Koordinatensystem 
(also  das  x'-y'-z' -Achsenkreuz)  ohne  Drehung  mit  einer  Geschwindig- 
keit u  bewegen,  deren  Eichtung  wir  mit  der  gemeinsamen  Kichtung 
der  beiden  ^-Achsen  zusammenfallen  lassen.  Umgekehrt  ist  also  das 
erste  System  gegenüber  dem  zweiten  mit  der  Geschwindigkeit  (—  u) 
bewegt.  Wir  wollen  schließlich  die  beiden  Koordinatensysteme  uns  so 
gelegt  denken,  daß  in  einem  bestimmten  Augenblick  ihre  Ursprünge 
zusammenfallen,  und  wollen  von  diesem  Augenblicke  an  sowohl  die 
Zeit  t  als  auch  die  Zeit  t'  zählen.  Es  sollen  also  den  Werten 

(la)  x  =  y  —  z  =  t  =  0 

die  Werte 

(1  b)  x'  =  y'  =  z'  =  t  =  0 

entsprechen. 

Bezüglich  der  Art  des  funktionalen  Zusammenhanges,  der  die  so- 
genannten „gestrichenen"  Variabein  x',  y',  z'9  t'  mit  den  „ungestrichenen" 
Veränderlichen  x,  y,  z,  t  verknüpft,  können  wir  nun  gewissermaßen 
probeweise  einige  sehr  plausible  Annahmen  machen,  die  gerechtfertigt 
erscheinen  werden,  wenn  die  auf  Grund  dieser  Annahmen  abgeleiteten 
Beziehungen  in  der  Tat  dem  EiNSTEiNSchen  Belativitätsprinzip  ge- 
nügen werden.  Wir  machen  also  zunächst  die  sehr  naheliegende  An- 
nahme, daß  die  gestrichenen  Veränderlichen  aus  den  ungestrichenen 
(und  natürlich  auch  umgekehrt  die  ungestrichenen  aus  den  gestrichenen) 
durch  homogene  lineare  Substitutionen1  hervorgehen. 

Wir  beachten  ferner,  daß  zu  jeder  Zeit  die  Ebene,  die  im  zweiten 
Koordinatensystem  durch  die  Gleichung 

x'  =  0 


1  Daß  die  Substitutionen  linear  sein  müssen,  folgt,  wie  Frank  und  Rothe 
gezeigt  haben  („Transformation  der  Raum-Zeit-Koordinaten",  Ann.  d.  Phys.  34, 
p.  825,  1911)  aus  der  Forderung,  daß  eine  Bewegung,  die  in  bezug  auf  das  eine  System 
gleichförmig  ist,  es  auch  in  bezug  auf  das  zweite  System  sei. 

11* 
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bestimmt  ist,  im  ersten  Koordinatensystem  durch  die  Gleichung  x  —  ut 
gegeben  ist  oder 

'    x  —  ut  =  0  . 

Es  muß  also  zu  jeder  Zeit  x'  proportional  sein  (x  —  ut),  so  daß  wir 
setzen  können 

(2)  x'  =  x  (x  —  ut)  , 

wobei  x,  da  der  einzige  in  den  Beziehungen  auftretende  Parameter  die 
gegenseitige  Geschwindigkeit  der  beiden  Systeme  ist,  offenbar  nur  eine 
Funktion  von  u  sein  kann. 

Was  die  Veränderlichen  y'  und  z'  betrifft,  so  dürfen  wir,  da  die 
y-  und  die  2-Achse  zur  Bewegungsrichtung  senkrecht  sind,  annehmen, 
daß  y'  nur  eine  lineare  Funktion  von  y  und  daß  z'  nur  eine  lineare 
Funktion  von  z  sei;  da  ferner  senkrecht  zu  der  Bewegungsrichtung 
keine  Bichtung  vor  einer  anderen  irgendwie  ausgezeichnet  sein  kann, 
so  muß  offenbar  der  (möglicherweise  von  u  abhängige)  Proportionalitäts- 
faktor  zwischen  y'  und  y  derselbe  sein  wie  der  zwischen  zf  und  z.  Wir 
können  also  (wiederum  probeweise)  setzen 

(3)  '    y'  =  Xy,     z'  =  lz. 

■  Was  schließlich  den  Zusammenhang  zwischen  t'  und  den  unge- 
,s-trichenen  Veränderlichen  betrifft,  so  liegt,  da  die  Bewegungsrichtung 
mit  der  z-Bichtung  zusammenfällt,  die  Annahme  nahe,  daß  t'  nur  eine 
lineare  Funktion  von  t  und  x,  nicht  aber  auch  von  y  und  z  sei.  Wir 
machen  also  den  Ansatz 

(4)  i'  =  fit  +  v  x  , 

wobei  die  Koeffizienten  ju  und  v  wiederum  nur  Funktionen  von  u  sein 
können.  Daß  in  den  Gl.  2,  3  und  4  keine  additiven  Konstanten  auf- 
treten, erklärt  sich  aus  der  durch  die  Formel  (1)  getroffenen  Festsetzung. 

Die  vier  noch  unbekannten  Funktionen  der  wechselseitigen  Ge- 
schwindigkeit u,  die  durch  die  Koeffizienten  %,  X,  [x,  v  dargestellt  sind, 
lassen  sich  nun  mittels  der  aus  dem  Belativitätsprinzip  folgenden  For- 
derung bestimmen,  daß  die  Gleichung,  die  in  dem  ungestrichenen  System 
eine  Ausbreitung  des  Lichtes  in  Kugelwellen  beschreibt,  ihre  Form  un- 
verändert beibehalten  muß,  wenn  in  ihr  die  ungestrichenen  Veränder- 
lichen x,  y,  z,  t  durch  die  gestrichenen  Variabein  x' ,  y' ,  z' ,  t'  mittels 
der  Gl.  2,  3  und  4  ersetzt  werden.  Die  kugelwellenförmige  Ausbreitung 
des  Lichtes  im  ersten  System  läßt  sich  nun  entweder  durch  die  Glei- 
chung beschreiben 

(5)  x2  +  y2  +  z2  =  c2  t2  , 

wenn  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Wellenfläche  zur  Zeit  t 
sind,  oder  aber  auch,  was  für  die  folgenden  Ableitungen  praktischer 
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ist,  (nach  Gl.  2  und  3  des  §  60)  durch  partielle  Differentialgleichungen 
von  der  Form 

8*cp        8*cp  8*cp         1     d*  cp 

w     '                       8x*        by%  dz*       e*  8t2~' 

wobei  für  die  mit  cp  bezeichnete  beliebige  Funktion  der  räumlichen 
Koordinaten  und  der  Zeit  die  drei  Komponenten  der  elektrischen  und 
der  magnetischen  Feldstärke  eingesetzt  werden  können. 
Wir  können  also  die  Gleichung  anschreiben 

ll\       d2?    ,    8*_cp_       d>  1    d^cp  ===  d>       cPjp_       d>  1  d^jp 

8x*       8%f  +  c2    df        da/2  +  8y'%  +  ö*'a       e2  ö  ^2 

und  können  nunmehr  verlangen,  daß  beide  Seiten  dieser  Gleichung  iden- 
tisch sein,  d.  h.  Glied  für  Glied  übereinstimmen  sollen,  wofern  wir  mittels 
der  durch  die  Gl.  2,  3  und  4  gegebenen  Substitutionen  entweder  auf 
der  rechten  Seite  der  Gl.  7  die  gestrichenen  Veränderlichen  durch  die 
ungestrichenen  oder  umgekehrt  auf  der  linken  Seite  der  Gl.  7  die  un- 
gestrichenen  Variablen  durch  die  gestrichenen  ersetzen.  Wir  wollen 
das  letztere  tun,  weil  sich  auf  diese  Weise  die  Bestimmung  der  Koeffi- 
zienten x,  X,  jlc,  v  etwas  einfacher  gestaltet. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Gliede  der  Gl.  7  und  beachten,  daß 
nach  Gl.  3  die  Veränderlichen  y'  und  z'  von  x  unabhängig  sein  sollen, 
so  daß  also  auch  umgekehrt  x  nicht  als  Funktion  von  allen  vier  ge- 
strichenen Variablen,  sondern  nur  von  x'  und  t'  angenommen  werden 
muß.  Es  wird  daher 

/r«  ö  cp  _  ö  cp     8  x'       8  <p     8 1' 

^  ]  ~8x  ~~  Tri  '  Tx~  +  Tf~  '  Tx  ' 

Nun  ist  aber  nach  Gl.  2  und  4 

/Gv  dx'  dt' 


Somit  wird 


6  x         1       d  x 


d  cp  d  cp  8  cp 


In  analoger  Weise  finden  wir,  da  auch  t  nur  mit  zwei  gestrichenen 
Variablen,  nämlich  nur  mit  x'  und  t' ,  nicht  aber  mit  y'  und  z'  zusammen- 
hängt, 

/•••jn  8cp__8cp8x'  8cp8tr 

1    ]  ~8i  ~  Tri  ~8j  +  ~dT  ~8t  ' 

Nach  Gl.  2  und  4  ist  aber 

(12)  __=_„M,  -jj^ji 

und  daher 

/iq\  8  cp  8  cp  8  cp 

<13)  Tt  **8F+',W" 
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Differentiieren  wir  die  Gl.  10  nochmals  partiell  nach  x,  so  finden  wir 
(weil  x  und  v  nur  -«von  u  abhängen) 

8x*       *  dx  \dx')  +  V  dx  [df  ) 

Nun  ist  aber,  wie  wir  leicht  erkennen,  wenn  wir  in  Gl.  10  die  ganz  be- 
liebige Funktion  cp  durch  die  Funktion  dcp/dx'  ersetzen, 

/1  C\  Ö     /  8  09  \  Ö2  09  Ö2  09 

Ebenso  finden  wir,  wenn  wir  in  Gl.  10  die  beliebige  Funktion  cp  durch 
die  Funkfcion  dcpjdt'  ersetzen, 

d    ( dw\  d2  cd     ,  d8op 

+  v 


Setzen  wir  nun  die  Werte  aus  den  Gl.  15  und  16  in  die  Gl.  14  ein,  so 
ergibt  sich 

,4  „\  Ö2  09  2Ö2(B     ,     0  Ö209        .       o  Ö2Q9 

Um  andererseits  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
d2(p/dt2  durch  die  gestrichenen  Veränderlichen  ausdrücken  zu  können, 
differentiieren  wir  die  Gl.  13  nochmals  nach  der  Zeit  und  finden  .daun 

MQ\  Ö2Q9  d    (d<p\    .        d  (8<p\ 

Ersetzen  wir  nun  in  Gl.  13  die  beliebig  gelassene  Funktion  cp  durch 
die  Funktion  dcpjdx',  so  erhalten  wir 

n  o\  d    /  d  q>  \  d2cp     .        ö2  03 

Ebenso  finden  wir,  wenn  wir  in  Gl.  13  cp  durch  dcpjdt'  ersetzen, 
/oa\  d    ( d(p\  d2<p      .       ö2  <jd 

Setzen  wir  die  Werte  aus  den  Gl.  19  und  20  in  die  Gl.  18  ein,  so  ergibt 
sich 

/01\  d2G9  o     o   Ö2  OD  o  Ö2Q9        ,        o    d2  OD 

Schließlich  folgt  aus  den  Gl.  3 

\  ö y       dy'  '  dy         dy'  ' 

Nun  ist 

(23)  *  (j*).^ 

v/  ö«/2       dy'  \  dy  j  dy 

und  somit 

^  ~d^-A  JV^9  ~d^-A~d^' 
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Setzen  wir  also  die  Werte  aus  den  Gl.  17,  21  und  24  in  die  linke 
Seite  der  Gl.  7  ein,  so  erhalten  wir  nach  erfolgter  Ordnung  der  Glieder 
die  Identität 


(25) 


d2  qp     2  (1  _  u*\ 


dy' 


d*q> 


d  % 


+  -S5-  + 


Ö2  <p         1     ö2  <p 


(26) 


dx'df   ~~  dx'*    '    ö«/'2    '    d*'2       c2  d*'2 

Damit  tatsächlich  die  beiden  Seiten  dieser  Identitätsgleichung  Glied 
für  Glied  übereinstimmen,  müssen  die  Beziehungen  erfüllt  sein 

A2  =  l, 
fJi2  —  v2  c2  —  1 , 

V  C2  -f-  fJL  U  =  0  . 

Hieraus  folgen  für  die  vier  Koeffizienten  der  Substitutionen  nach  einer 
einfachen  Rechnung2  die  Werte 

l 


(27) 


7C  =  jU  =  + 


±  l, 


2/  == 


Wir  erkennen  somit,  daß  tatsächlich  die  probeweise  gemachten  Ansätze 
der  Gl.  2,  3  und  4  richtig  waren  und  daß  (wenn  wir  die  oberen  Vor- 
zeichen in  den  Gl.  27  wählen)  die  gestrichenen  Veränderlichen  mit  den 
ungestrichenen  durch  die  linearen  Substitutionen  zusammenhängen 


u  t 


(28) 


z'  =  z. 


t'  = 


,  u 

t  TT  X 


(Die  Substitutionen,  die  sich  bei  Anwendung  des  unteren  Vorzeichens 
der   Gl.  27  ergeben  würden,  hätten  keine  physikalische  Bedeutung, 


2  Man  setzt  in  der  dritten  Gleichung  für  v  den  aus  der  vierten  Gleichung  fol- 
genden Wert  —  fiu/c2  ein. 
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weil  dann  nicht  nur  die  Achsen  der  beiden  Koordinatensysteme  ent- 
gegengesetzte Kichtung  hätten,  sondern  auch  für  u  =  0  die  gestrichene 
zeitliche  Veränderliche  t'  nicht  in  t,  sondern  in  (—  t)  übergehen  würde.) 

Die  Gesamtheit  der  durch  die  Gl.  28  ausgedrückten  Substitutionen 
bezeichnet  man  als  eine  Lorentz- Transformation.3  Ist  im  be- 
sonderen die  Geschwindigkeit  u  so  klein  gegenüber  der  Lichtgeschwindig- 
keit, daß  der  Quotient  u2/c2  neben  Eins  vernachlässigt  werden  kann, 
so  nimmt  die  LoRENTz-Transformation  die  spezielle  Gestalt  an4 

(29)  xf  =  x—ut,    y'  =  y,    z'  =  z  ,   i'  =  t  . 

In  diesen  Beziehungen  erkennen  wir  die  Substitutionen,  die  nach  den 
hergebrachten  Eegeln  der  sogenannten  klassischen"  Kinematik  die 
Koordinaten  zweier  gegeneinander  gleichförmig  bewegter  Systeme  mit- 
einander verknüpfen.  Es  sind  die  Gl.  1  des  §  121,  zu  denen  sich  noch 
als  vierte  die  für  die  NEWTONsche  Mechanik  selbstverständliche  Be- 
ziehung gesellt,  da.ß  beide  Systeme  dasselbe  Zeitmaß  haben.  Die  durch 
die  Gl.  29  ausgedrückte  spezielle  Gestalt  der  Lorentz- Transformation 
bezeichnet  man,  weil  sie  zu  den  Formeln  der  klassischen,  von  Galilei 
begründeten  Mechanik  führt,  als  eine  Galilei- Transformation. 

Da  von  zwei  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  Systemen  nach 
dem  Kelativitätsprinzip  keines  irgendwie  vor  dem  anderen  bevorzugt 
sein  darf,  so  müssen  natürlich  ganz  allgemein  auch  die  ungestrichenen 
Veränderlichen  (x,  y,  z,  t)  aus  den  gestrichenen  Variablen  (x',  y' ,  z',  t') 
mittels  einer  Lorentz- Transformation  hervorgehen,  also  mittels  der 
Gl.  28,  wofern  man  in  ihnen  nur  die  Größe  u  überall  durch  die  Größe 
(—  u)  ersetzt.  Denn  ist  das  gestrichene  System  gegen  das  ungestrichene 
mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegt,  so  muß  natürlich  das  ungestrichene 
gegenüber  dem  gestrichenen  eine  relative  Translationsgeschwindigkeit 
(—  u)  besitzen.  Es  gelten  also  als  Umkehrung  der  Gl.  28  die  Be- 
ziehungen 

x'  -f-  u  f 


(30) 


1/ 


y-y . 

z  =  z  , 

c- 


3  Der  Name  erklärt  sich  daraus,  daß  sich  die  ersten,  unvollkommenen  An- 
sätze zu  den  Gl.  28  bereits  in  einer  Abhandlung  von  Lorentz  aus  dem  Jahre  1904 
finden. 

4  Die  vierte  Gleichung  denke  man  sich  hierzu  auf  beiden  Seiten  mit  u  multi- 
pliziert. 
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Durch  eine  einfache  Kechnung,  die  hier  wohl  nicht  wiedergegeben 
zu  werden  braucht,  überzeugt  man  sich  in  der  Tat  leicht  davon,  daß 
die  Gl.  30,  wenn  man  in  ihnen  für  x',  y' ,  z' ,  t'  die  Werte  aus  den  Gl.  28 
einsetzt,  in  die  Identitäten  übergehen 

x  =  x  ,    y  —  y  ,    z  =  z  ,    t  —  t  . 

Auch  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  auch  die  Gl.  5  identisch  in  sich 
selbst  übergeführt  wird,  wenn  man  in  ihr  die  ungestrichenen  Veränder- 
lichen durch  die  gestrichenen  ersetzt  und  für  diese  wiederum  die  Werte 
aus  den  Gl.  28  einsetzt. 

Betrachten  wir  neben  dem  ungestrichenen  und  dem  gestrichenen 
noch  ein  drittes  System,  das  gegenüber  dem  gestrichenen  abermals 
gleichförmig  bewegt  sei,  so  muß  die  Wellengleichung  des  Lichtes  (Gl.  5 
oder  Gl.  6),  die  bei  dem  Übeigang  von  dem  ungestrichenen  zu  dem 
gestrichenen  System  unverändert  erhalten  blieb,  ihre  Form  auch  un- 
verändert beibehalten,  wenn  wir  nunmehr  von  dem  gestrichenen  zu 
dem  dritten  System  übergehen;  denn  auch  dieses  ist  ja  wieder  gegen 
das  zweite  gleichförmig  bewegt.  Da  die  Form  der  Gleichung  also  für 
das  ungestrichene  erste  und  für  das  dritte  System  dieselbe  ist,  so  müssen 
auch  das  erste  und  das  dritte  System  miteinander  durch  eine  Lorentz- 
Trans  forma  tion  verknüpf  bar  sein.  Die  Tatsache,  daß  die  Aufeinander- 
folge zweier  Lorbntz- Transformationen  wiederum  zu  einer  Lorentz- 
Transformation  führt,  drückt  man  in  der  Sprache  der  Mathematik 
durch  den  Satz  aus,  daß  die  Gesamtheit  aller  LoRENTz-Transformationen 
eine  Gruppe  bilde. 


§  124.  Die  Relativität  des  Zeit-  und  des  Längenmaßes. 

Betrachten  wir  zwei  Ereignisse,  deren  eines  in  bezug  auf  das  un- 
gestrichene System  an  dem  Orte  x±,  yx,  zx  zur  Zeit  t±  und  deren  zweites, 
ebenfalls  in  bezug  auf  das  ungestrichene  System,  an  dem  Orte  x2,  y2> 
zur  Zeit  t2  stattfinde,  so  sind  nach  den  die  Lorentz- Transformation 
ausdrückenden  Gleichungen  (Gl.  28  des  §  123)  in  bezug  auf  das  ge- 
strichene System  die  Zeiten,  zu  denen  die  beiden  Ereignisse  eintreten, 
durch  die  Zeit  großen  bestimmt 
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Nehmen  wir  nun  im  besonderen  an,  daß 


2 


ist,  so  brauchen  gleichwohl  die  Größen  i{  und  t2'  keineswegs  einander 
gleich  zu  sein,  wofern  die  Größen  rr2  und  x2  verschieden  sind.  Die  beiden 
Ereignisse,  die  sich  an  zwei  verschiedenen  Stellen  abspielen,  erscheinen 
also  dem  Beobachter  im  ungestrichenen  System  gleichzeitig;  sie  er- 
scheinen hingegen  einem  Beobachter  im  gestrichenen  System  zeitlich 
verschieden.  Zwei  Ereignisse,  die  in  bezug  auf  ein  System  gleich- 
zeitig sind,  werden  es  also  im  allgemeinen  nicht  in  bezug  auf  ein  System 
sein,  das  gegenüber  jenem  bewegt  ist.  Ebenso  wie  dem  Begriffe  der 
Zeit  kommt  also  in  der  Belativitätstheorie  auch  dem  Begriffe  der  Gleich- 
zeitigkeit nur  eine  relative,  keineswegs  aber  eine  absolute 
Bedeutung  zu. 

Setzen  wir  in  den  Gl.  1  und  2  im  besonderen 


so  bedeutet  das,  daß  für  einen  Beobachter  im  ungestrichenen  System 
beide  Ereignisse  an  einer  und  derselben  Stelle  stattfinden.  In  diesem 
besonderen  Falle  folgt  aus  den  Gl.  1  und  2 


Da  der  Nenner  des  Bruches  immer  kleiner  als  Eins  ist,  erscheint  also 
der  zeitliche  Abstand  •  der  .beiden  Ereignisse  dem  Beobachter  im  ge- 
strichenen System  größer  als  dem  Beobachter  im  ungestrichenen  System. 
Umgekehrt  ist  unter  allen  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  Systemen 
dasjenige,  für  das  die  beiden  Ereignisse  an  derselben  Stelle  erfolgen, 
dadurch  ausgezeichnet,  daß  für  einen  ihm  angehörigen  Beobachter  der 
zeitliche  Abstand  der  beiden  Ereignisse  am  kürzesten  erscheint.  Ein 
Vorgang,  der  sich  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  System  an  einer  einzigen 
Stelle  abspielt  (der,  wenn  man  so  sagen  darf,  in  bezug  auf  dieses  System 
„örtlich  fixiert'*  ist),  verläuft  also  am  raschesten  für  einen  Beob- 
achter dieses  Systems,  erscheint  dagegen  einem  Beobachter  in  einem 
anderen  System  verlangsamt,  und  zwar  in  um  so  höherem  Grade 
verlangsamt,  je  rascher  dieses  System  gegenüber  dem  ersten  bewegt 
ist.1  In  der  Form  eines  knappen,  wenn  auch  nicht  sehr  klar  formu- 
lierten Satzes  drückt  man  diese  aus  dem  Kelativitätsprinzip  sich  er- 
gebende Folgerung  gewöhnlich  durch  die  Behauptung  aus,  daß  eine 
bewegte  Uhr  langsamer  gehe  als  eine  ruhende. 

Die  Verschiedenheit  des  Zeitmaßes  in  zwei  gegeneinander  bewegten 
Systemen  legt  den  Gedanken  nahe,  auch  die  Längenmaße  in  den 

1  Es  ist  zu  beachten,  daß  der  Grad  der  Verlangsamung  nach  Gl.  3  von  dem 
Vorzeichen  von  u  unabhängig  ist. 


(3) 


t;  - q  = 
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beiden  Systemen  miteinander  zu  vergleichen.  In  einem  beliebigen 
System  kann  nun  im  allgemeinen  die  Länge  eines  Stabes,  wenn 
dieser  irgendwie  gegenüber  dem  System  bewegt  ist,  offenbar  nur  derart 
ermittelt  werden,  daß  für  eine  beliebige  Zeit  tx  die  Koordinaten  des 
Anfangspunktes  des  Stabes  x1}  yl9  z1  und  gleichzeitig,  d.  h.  ge- 
nauer gesagt,  für  eine  in  bezug  auf  das  System  mit  tx  identische  Zeit  t2, 
die  Koordinaten  des  Endpunktes  des  Stabes  x2,  y2,  z2  gemessen  werden. 
Die  Länge  des  Stabes  in  dem  System  ist  dann  durch  die  Beziehung 
bestimmt 

(4)  l  =  Vfe-^  +  fe-yxf  +  K-^)2- 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  der  Stab  ständig  die  Eichtung  der  x- Achse 
habe,  nimmt  diese  Gleichung  die  einfache  Form  an 

(5)  l  =  x2—  x1  . 

Wir  wollen  nun  im  besonderen  das  ungestrichene  Koordinaten- 
system so  legen,  daß  in  bezug  darauf  (und  zwar  eben  in  der  £C-Kichtung) 
der  Stab  ruhe.  Dann  ist  es,  da  xx  und  x2  jetzt  unveränderlich  sind, 
natürlich  überflüssig,  daß  die  Zeit  tlf  zu  der  die  Koordinate  £c15  und 
die  Zeit  t2i  zu  der  die  Koordinate  x2  gemessen  werden,  untereinander 
gleich  seien;  es  kann  vielmehr,  zwischen  ihnen  jede  beliebige  Beziehung 
angenommen  werden,  ohne  daß  dadurch  irgendwie  der  Wert  beeinflußt 
würde,  der  sich  für  l  ergibt. 

Gehen  wir  nunmehr  von  dem  ungestrichenen  System  zu  dem  mit 
ihm   durch   eine    Lorentz- Transformation   verknüpften  gestrichenen 
System  über,  dann  ist  in  bezug  auf  dieses  System,  dem  gegenüber  der  - 
Stab  mit  einer  Geschwindigkeit  von  dem  Betrage  u  bewegt  ist2,  die 
Länge  des  Stabes  offenbar  durch  die  Beziehung  .gegeben 

(6)  V  =  x2  —  x{  . 

Hierbei  sind  jetzt  xxf  und  x2  die  gestrichenen  Koordinaten,  die  den 
ungestrichenen  Koordinaten  xx  und  x2  nach  der  Lorentz- Transformation 
entsprechen,  jedoch  mit  der  wesentlichen  einschränkenden  Bedingung, 
daß  die  Zeiten  tx  und  t2,  zwischen  denen  nach  dem  früher  Gesagten 
von  vornherein  keine  bestimmte  Beziehung  bestehen  muß,  durch  einen 
derartigen  Zusammenhang  miteinander  verknüpft  sind,  daß  die  nach 
der  Lorbntz- Transformation  zugehörigen  Werte  von  t±  und  t2  iden- 
tisch sind;  denn  in  bezug  auf  das  gestrichene  System  muß  ja  die  Mes- 
sung der  Größen  und  x2  und  somit  auch  der  entsprechenden  Größen 
xx  und  x2  gleichzeitig  erfolgen. 

Es  gelten  also  für  x{  und  x2  nach  den  Gl.  28  des  §  128  die  Formeln 


Der  vektorielle  Wert  dieser  Relativgeschwindigkeit  ist  —  u. 
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u  tx 


'  i/'"-T ' 

/          x2  —  ut2 


wobei  aber  zwischen  tx  und  t2  ein  derartiger  Zusammenhang  bestehen 
muß,  daß  sich  daraus  nach  den  Gl.  1  und  2  für  und  t2'  dieselben 
Werte  ergeben.  Damit  dies  der  Fall  sei,  muß  sein 


oder 
(8) 


(X2  ~  *l)  "cs  " 

Ist  aber  diese  Beziehung  erfüllt,  dann  wird  nach  Gl.  7 


(9) 


oder  nach  Gl.  5  und  6 

(io)  r  =  /j/i-|l. 

Einem  Beobachter,  für  den  der  Stab  in  Bewegung  begriffen  ist, 
erscheint  also  der  Stab  verkürzt3,  und  unter  sämtlichen  gegeneinander 
gleichförmig  bewegten  Systemen  ist  dasjenige,  für  welches  der  Stab 
ruht,  vor  allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet;,  daß  in  ihm  der  Stab 
länger  erscheint  als  in  jedem  anderen  System.4 

Hat  der  Stab  die  Bichtung  der  y-  oder  z- Achse,  so  ist  seine  Länge 
in  bezug  auf  das  ungestrichene  und  das  gestrichene  System  dieselbe, 


3  Die  Kontraktionshypothese  von  Lorentz  und  Fitzgerald  (s.  §  122)  er- 
scheint also  in  der  Tat  als  notwendige  Folge  des  EiNSTEiNschen  Relativitätsprinzipes. 

4  Die  Kontraktion  ist,  wie  Gl.  10  zeigt,  von  dem  Vorzeichen  von  u  unabhängig. 
Ein  Stab,  der  im  gestrichenen  System  ruht,  erscheint  einem  Beobachter  im  un- 
gestrichenen System  in  genau  gleicher  Weise  verkürzt,  wie  ein  im  ungestrichenen 
System  ruhender  Stab  einem  Beobachter  im  gestrichenen  System.  —  Frank  und 
Rothe  haben  (in  der  in  §  123,  Anm.  1,  zitierten  Arbeit)  gezeigt,  daß  sich  die  Glei- 
chungen der  LoRENTZ-Transformation  ohne  irgendwelche  weiteren  Postulate  ledig- 
lich auf  Grund  der  beiden  Forderungen  ergeben,  daß  erstens  die  Transformat ions- 
gleichungen,  wenn  man  u  als  veränderlichen  Parameter  auffaßt,  eine  lineare,  homo- 
gene Gruppe  bilden  und  zweitens  die  Kontraktion  der  Längen  nicht  von  dem  Vor- 
zeichen, sondern  nur  von  dem  Betrage  von  u  abhängt.  Aus  diesen  beiden  Forde- 
rungen ergibt  sich,  daß  es  eine  ausgezeichnete  Geschwindigkeit  geben  müsse,  die  in 
allen  miteinander  durch  eine  solche  Transformation  verknüpften  Systemen  denselben 
Wert  besitzt.  Daß  diese  ausgezeichnete  Geschwindigkeit  den  Wert  der  Lichtgeschwindig- 
keit hat,  muß  dann  (auf  Grund  des  Michelson sehen  Versuches)  als  Ergebnis  der 
Erfahrung  angesehen  werden. 
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weil  ja  y'  =  y  und  z'  —  z  und  die  Zeitkoordinaten  unabhängig  sind 
von  y  und  z,  bzw.  von  y'  und  z' .  Ein  im  ud gestrichenen  System  ruhender 
Körper,  der  einem  Beobachter  in  diesem  System  kugelförmig  erscheint, 
muß  daher  einem  Beobachter  im  gestrichenen  System  als  abgeplattetes 
Botationsellipsoid  erscheinen.  Die  Belativitätstheorie  kennt  auch 
keine  absolute,  sondern  nur  eine  relative  Gestalt. 


§  125.  Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten. 

Da  durch  die  Lorentz- Transformation  die  Eaum-  und  Zeitkoor- 
dinaten in  zwei  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  Bezugssystemen 
in  einen  einfachen  Zusammenhang  gebracht  sind,  so  lassen  sich  auch 
leicht  die  Beziehungen  ermitteln,  die  zwischen  den  Werten  der  Ge- 
schwindigkeit bestehen,  die  ein  und  derselbe  Massenpunkt  in  bezug 
auf  die  beiden  verschiedenen  Systeme  besitzt.  Denn  bezeichnen  wir  die 
beiden  Werte  der  Geschwindigkeit  mit  t)  und  t>',  so  sind  deren  Kompo- 
nenten durch  die  Gleichungen  bestimmt 

d  x  dy 
~di "  '       Vy~  ~dt 1 


(1) 
und 

(2) 


d  x 
~dt 


v  = 


Nun  ist  aber 
dx' 

~dY 

und  somit 
(3) 


dx' 

dx' 
dt 


dt 

dt 


Tdy' 
dt  ' 

dy' 
dt 


dy' 
dt 


dx' 
dt 

dt 

~dt~ 


usw. 


v_  = 


dx' 
~dt 
dt 
dt 


Nach  den  die  Lorentz- Transformation  ausdrückenden  Gleichungen 
(Gl.  28  des  §  123)  ist  wiederum 


(4) 


dx' 
dt 


dy' 
dt 

dt 
dt 


dx 
~dt 


dy 
dt 

l  - 


dx'_ 
dt 

dx 
~dt 


dx 
~dt 


Setzen  wir  die  Werte  aus  den  Gl.  4  in  die  Gl.  3  ein,  so  finden  wir  (wenn 
wir  zugleich  im  Sinne  der  Gl.  1  dx/dt  durch  vx  ersetzen)  die  folgenden 
Beziehungen 
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(5) 


l  - 


v..  = 


-V'-i 


Als  Umkehrung  entsprechen  diesen  Beziehungen  die  Gleichungen 


(6) 


v.  4-  n 


1  + 


u_  = 


1  + 


1  + 


Nach  den  Eegeln  der  klassischen  Mechanik  müßte  hingegen, 
wenn  r/  die  Eelativgesch windigkeit  in  bezug  auf  ein  System  S'  ist, 
das  selbst  gegenüber  einem  System  S  eine  konstante  Translations- 
geschwindigkeit von  der  Größe  u  in  der  £-Kichtung  .  besitzt,  die  Ge- 
schwindigkeit d  in  bezug  auf  das  System  S  durch  die  Formeln  be- 
stimmt sein 

(7)  vx  =  %'.+  u 


v„  =  V,. 


vz  =  vz 


Die  klassische  Formel  für  die  Eelativgeschwindigkeit  besitzt  also  in 
der  relativistischen  Mechanik  keine  Gültigkeit.  An  ihre  Stelle  tritt 
das  kompliziertere,  durch  die  Gl.  6  ausgedrückte  sogenannte  Einstetn- 
sche  Theorem  der  Geschwindigkeitsaddition. 

Setzen  wir  im  besonderen  in  den  Gl.  6  vx'  gleich  c  (und  vy'=  vz'  =  0), 
so  finden  wir 

(8)  «v- — —  =  c- 

1  +  - 


Die  Addition  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  zu  der  Lichtgeschwindig- 
keit ergibt  also  nach  dem  Einsteins chen  Additionstheorem  stets  wieder 
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die  Größe  c.  Diese  Größe  spielt  demnach  in  der  Kelativitätstheorie 
dieselbe  Eolle  wie  das  Unendliche  in  der  Mathematik.  Überlicht- 
geschwindigkeiten erscheinen  nach  der  Kelativitätstheorie  un- 
möglich.1 

§  126.  Der  Versuch  von  Fizeau. 

Eine  einfache  Anwendung  des  EiNSTEiNschen  Theorems  der  Ge- 
schwindigkeitsaddition gestattet  eine  leichte  Deutung  des  berühmten  Ver- 
suches von  Fizeau  (1851),  dessen  merkwürdiges  Ergebnis  früher  der 
theoretischen  Optik  die  größten  Schwierigkeiten  bereitet  hatte.  Fizeau 
hatte  experimentell  die  Frage  untersucht,  mit  welcher  Geschwindigkeit 
sich  das  Licht  in  einer  selbst  bewegten  Flüssigkeit  fortpflanze, 
und  hatte  dabei  überraschenderweise  gefunden,  daß  keiner  der  beiden 
Effekte  eintrat,  die  er  wohl  als  möglich  erwartet  hatte.  Weder  blieb 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  von  der  Strömung  unbeeinflußt,  noch 
auch  wurden  die  Lichtwellen  von  der  strömenden  Flüssigkeit  derart 
mitgenommen,  daß  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  bewegten 
Flüssigkeit  einfach  gleich  gefunden  worden  wäre  der  Summe  aus  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  ruhenden  Flüssigkeit  und  aus 
der  Strömungsgeschwindigkeit.  Fizeau  fand  vielmehr,  daß  die  Licht- 
wellen zwar  an  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  teilnehmen,  jedoch 
nicht  mit  dem  vollen  Betrage  der  Strömungsgeschwindigkeit  q,  son- 
dern nur  mit  einem  Bruchteile  aq,  dessen  Größe  von  der  Natur  der 
Flüssigkeit  abhängt.  Zwischen  dem  Faktor  a,  der  als  Fresnels eher 
Mitführungskoeffizient1  bezeichnet  wird,  und  dem  Brechungs- 
exponenten  der  Flüssigkeit  besteht  dabei,  wie  Fizeau  fand,  die  ein- 
fache Beziehung 


1  Aus  §  124  folgt,  daß  eine  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegte  Uhr  stillstehen, 
ein  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegter  Stab  keine  Länge  mehr  besitzen  würde.  Würde 
die  Geschwindigkeit  noch  größer,  so  würde  nicht  nur  die  Länge  des  Stabes  negativ, 
sondern  es  würde  auch  nach  Gl.  3  des  §  124  die  Differenz  (t2'  —  f/)  ein  anderes  Vor- 
zeichen haben  als  die  Differenz  (t2  —  tj).  Wäre  also  in  dem  ungestrichenen  System 
ein  Ereignis  A  die  Ursache  eines  anderen  B,  so  müßte  dem  Beobachter  im  ge- 
strichenen System  umgekehrt  A  als  Wirkung  von  B  erscheinen.  Schon  hieraus  ergibt 
sich  die  Unmöglichkeit,  daß  zwei  Systeme  gegeneinander  eine  größere  Relativge- 
schwindigkeit als  c  besitzen.  —  Daß  nach  der  Dispersionstheorie  im  Bereiche  anomaler 
Dispersion  (§  72)  der  Brechungsindex  kleiner  als  Eins  und  somit  c/n  größer  als  c 
wird,  steht  zu  der  Relativitätstheorie  nur  in  einem  scheinbaren  Widerspruch,  der 
von  Sommerfeld  (Physik.  Zeitschr.  10,  S.  841,  1909)  gelöst  worden  ist. 

1  Diese  Bezeichnung  erklärt  sich  daraus,  daß  bereits  Feesnel  auf  Grund 
einer  theoretischen  Untersuchung  über  die  Aberration  des  Lichtes  zu  der  Auffassung 
gelangt  war,  daß  an  der  Bewegung  der  Erde  nur  der  Teil  des  Lichtäthers  teilnehme, 
der  sich  in  der  Materie  befinde,  und  zwar  nur  mit  einem  Bruchteile  a  der  Geschwindig- 
keit, wobei  eben  für  a  bereits  Fresnel  den  durch  die  Gl.  1  gegebenen  Wert  fand. 
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In  Übereinstimmung  mit  dieser  Formel  fand  Fizeau,  daß  bei  Gasen, 
deren  Brechungsexponent  nur  sehr  wenig  von  Eins  verschieden  ist, 
ein  merklicher  Einfluß  der  Bewegung  des  Gases  nicht  nachgewiesen 
werden  kann. 

In  bezug  auf  einen  „ruhenden"  Beobachter  (für  den  also  die  Flüssig- 
keit mit  der  Geschwindigkeit  q  strömt)  muß  demnach  das  Licht,  da  es 
sich  in  einer  ruhenden  Flüssigkeit  von  dem  Brechungsexponenten  n 
mit  der  Geschwindigkeit  c/n  fortpflanzt,  die  Geschwindigkeit  besitzen 


oder  nach  Gl.  1 


c  i 
v  =  \-  aq 


(2)  v  *s±  +  q\-JL. 

Dies  ist  das  experimentelle  Forschungsergebnis.  Nach  dem  Ein- 
STEiNschen  Geschwindigkeitsadditionstheorem  läßt  sich  nun  anderer- 
seits die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Strömungsrichtung  in 
bezug  auf  einen  ruhenden  Beobachter  rein  theoretisch  nach  den  Gl.  6 
des  §  125  berechnen.  Machen  wir  die  Strömungsrichtung  zur  x- Achse, 
so  ist  in  den  Gl.  6  des  §125  einfach  die  Größe  vx'  durch  den  Quotienten  c/n 
und  die  Größe  u  durch  die  Größe  q  zu  ersetzen.  Wir  finden  dann 

c 

—  +  q 

(3) 


cn 


Multiplizieren  wir  Zähler  und  Nenner  mit  dem  Ausdruck  (1—q/cn) 
und  vernachlässigen  wir  dann  die  sehr  kleine  Größe  q2/c2n2  neben  Eins, 
so  finden  wir 


(4) 


\  n  \        cn }       n       2       n2  cn 

*       n*  ^  n  \         c2  / 


Lassen  wir  in  dieser  Formel  wiederum  den  sehr  kleinen  Bruch  q2/c2  neben 
der  Zahl  1  weg,  so  ergibt  sich  in  der  Tat  die  Gl.  2.  Das  Ergebnis  des 
Fizeau  sehen  Versuches,  dessen  Deutung  früher  die  kompliziertesten 
Hypothesen  erfordert  hatte,  findet  also  eine  überaus  einfache  Erklärung 
auf  Grund  des  EiNSTEiNSchen  Belativitätsprinzipes. 


§  127.  Das  Doppler  sehe  Prinzip  und  die  Aberration  des  Lichtes. 

Zu  Ergebnissen,  die  für  die  theoretische  Optik  von  großer  Be- 
deutung sind,  gelangen  wir,  wenn  wir  die  die  LoRENTz-Transformation 
ausdrückenden  Formeln  auf  die  Gleichungen  einer  Lichtwelle  anwenden. 
Wir  betrachten  ein  System,  für  welches  eine  Lichtquelle  L  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  u  in  einer  Bichtung  fortschreite,  die  wir 
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als  #-Kichtung  wählen  wollen  (Fig.  76).  Wir  fragen  uns  nun,  durch 
welche  Gleichungen  in  diesem  System  die  von  der  Lichtquelle  kommenden 
Wellen  beschrieben  werden. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  führen  wir  ein  zweites  (gestrichenes) 
Bezugssystem  ein,  für  das  die  Licht- 
quelle ruhe  und  das  daher  mit  dem 
ungestrichenen  durch  eine  Lorentz- 
Trans forma tion  verknüpft  sein  muß.  In 
dem  gestrichenen  Bezugssystem  (das 
sich  also  gegenüber  dem  ungestrichenen 
mit  der  Geschwindigkeit  u  in  der  x- 
Eichtung  bewegt)  ist  dann  jedenfalls 
die  Ausbreitung  des  Lichtes,  weil  es  von 
einer  ruhenden  Quelle  kommt,  (nach  Gl.  7  des  §  55)  durch  Gleichungen 
von  der  Form  beschrieben 


Fig.  76. 


(1) 


iS  =  Ä  cos 


+ 


Hierbei  bedeutet  S  eine  beliebige  der  schwingenden  elektrischen  oder 
magnetischen  Feldstärkenkomponenten,  Ä  die  Amplitude,  t'  die  Periode, 
6'  die  Phasenkonstante  und  schließlich  r'  eine  Entfernung,  die  in  der 
Eichtung  einer  Wellennormalen  gemessen  wird. 

Wir  fassen  nun  einen  beliebigen,  mit  dem  ungestrichenen  Koordi- 
natensystem fest  verbundenen  Punkt  P  ins  Auge  und  denken  uns  in 
ihm  einen  Beobachter,  für  den  also  die  Lichtquelle  die  Geschwindigkeit  u 
besitze.  Wählen  wir  die  durch  die  Fortbewegungsrichtung  der  Licht- 
quelle und  den  Punkt  P  bestimmte  Ebene  als  a>?/-Ebene  und  somit 
auch  als  x'-y'-Wome,  so  wird 

(2)  r'  b=  x'  cos      +  y'  sin  , 

wenn  #'  der  Winkel  ist,  den  die  Normale  einer  von  L  nach  P  gelangenden 
Welle  mit  der  ß'-Bichtung  (oder,  was  dasselbe  ist,  mit  der  sc-Bichtung) 
bildet.  Da  in  dem  System,  in  dem  die  Lichtquelle  ruht,  diese  Wellen- 
normale jedenfalls  die  Eichtung  LP  hat,  so  ist  also  andererseits  #' 
auch  der  Winkel,  den  die  Verbindungslinie  zwischen  Lichtquelle  und 
Beobachter  mit  der  x- Achse  einschließt.  Da  ferner  die  Frequenz  v' 
der  reziproke  Wert  der  Periode  t'  ist,  so  können  wir  Gl.  1  in  der  Form 
schreiben 

(3)  S  =  A  cos  \  2  n  v  i.  — 


Ersetzen  wir  nun  mittels  der  die  LOEENTZ-Transformation  aus- 
drückenden Gleichungen  (GL  28  des  §  123)  in  der  Gl.  3  x' ,  y',  z',  t' 
durch  x,  y,  z,  t,  so  finden  wir 

u  x 

c2  (x—ut)coa&f  ysin&' 


(4) 


S  —  Ä  COS  <  2  71  v' 
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Wir  erkennen  leicht,  daß  wir  diese  Gleichung  auch  in  der  mit  der  Gl.  3 
übereinstimmenden  Form  schreiben  können 

(5)  6  =  A  cos  1 2  n  v  t  -  ^— —  -f  8  J  , 


1  +  —  cos 

c 


wofern  wir  A  gleich  A'  und  d  gleich  b'  und  ferner  setzen 

(6)  v  =  // 
und 

(7)  cos  &  = 


cos  ^  H  

c 


1  +  —  cos  &' 

c 


Denn  in  der  Tat  folgt  aus  Gl.  7  nach  einer  einfachen  Zwischenrechnung 


(8)  sin#  =  ]/l  -  cos2.#  = 


1  -f  —  cos  &' 

c 


Setzt  man  die  Werte  aus  den  Gl,  6,  7  und  8  in  die  Gl.  5  ein,  so  geht 
sie  in  der  Tat  in  die  Gl.  4  über. 

Dem  Beobachter,  der  das  von  einer  für  ihn  bewegten  Lichtquelle 
emittierte  Licht  wahrnimmt,  erscheint  also  des  Licht  in  einer  anderen 
Farbe  als  in  dem  Falle,  daß  dieselbe  Lichtquelle  für  ihn  ruhte.  Die 
Änderung  der  Frequenz  ist  durch  Gl.  6  bestimmt.  In  dem  speziellen 
Falle,  daß  die  Lichtquelle  direkt  auf  den  Beobachter  zukommt,  wird 
cos  gleich  (+1);  in  dem  besonderen  Falle,  daß  sie  sich  direkt  von 
ihm  entfernt,  wird  cos  gleich  (—1).  In  diesen  beiden  speziellen  Fällen 
wird  also 

(9)  "  =  »'-7=4x' 


Vernachlässigt  man  in  dieser  Formel  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  so 
kann  man  hierfür  auch  näherungsweise  schreiben 

(10)  V  (l  ±  iL" 

Spektrallinien,  die  von  bewegten  Lichtquellen  herrühren, 
müssen  daher  eine  Verschiebung  erfahren,  und  zwar  nach  dem 
violetten  Ende,  wenn  sich  die  Lichtquelle  zu  dem  Beobachter 
hin,  nach  dem  roten  Ende,  wenn  sie  sich  von  dem  Beobachter 
weg  bewegt.  Dieses  Prinzip,  das  den  Physikern  schon  lange  vor  der 
Aufstellung  der  Belativitätstheorie,  jedoch  nur  in  der  Form  der  bloß 
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näherungs weise  gültigen  Gl.  10  bekannt  war,  wird  nach  seinem  Ent- 
decker (der  allerdings  von  Spektrallinien  noch  nichts  wußte  und  daher 
1842  nur  allgemein  von  Farbe  sprach)  als  das  DoppLEKSche  Prinzip 
bezeichnet. 

Verschiebungen  der  von  Gestirnen  stammenden  Spektrallinien 
sind  in  der  Tat  zuerst  von  Huggins  (1868)  beobachtet  worden.  Ge- 
naue Messungen  dieser  Verschiebungen  ermöglichten  bei  vielen  Ge- 
stirnen die  Bestimmung  der  radialen  Komponenten  ihrer  Geschwin- 
digkeiten. Nach  der  Relativitätstheorie  müßte  aber  (im  Gegensatz  zu 
der  alten  Theorie)  auch  dann  eine  Verschiebung  der  Spektrallinien 
wahrnehmbar  sein,  wenn  der  Beobachter  senkrecht  zur  Bewegungs- 
richtung der  Lichtquelle  blickt.  Es  müßte  nämlich  dann,  da  in  diesem 
Falle  cos  #'  verschwindet,  nach  Gl.  6 


werden.  Dieser  Effekt  konnte  wegen  seiner  Kleinheit  allerdings  bisher 
noch  nicht  beobachtet  werden. 

Im  Jahre  1905  ist  es  Stark  gelungen,  den  PoppLER-Effekt  auch 
bei  den  rasch  bewegten  Kanalstrahlen  nachzuweisen.  Auch  die  end- 
liche Breite  der  Spektrallinien  erklärt  sich  im  Sinne  des  Doppler- 
schen  Prinzipes  dadurch,  daß  ja  nach  der  kinetischen  Gastheorie  die 
leuchtenden  Molekeln  eines  Gases  sich  in  den  verschiedensten  Rich- 
tungen bewegen.  Bei  tiefen  Temperaturen  müßte  mit  der  moleku- 
laren Geschwindigkeit  auch  die  Breite  der  Spektrallinien  abnehmen, 
was  in  der  Tat  durch  das  Experiment  erwiesen  worden  ist. 

Während  wir  also  aus  Gl.  6  eine  Veränderung  der  Frequenz  er- 
kennen, zeigt  uns  Gl.  7,  daß  die  Normale  der  von  einer  Lichtquelle 
zu  einem  Beobachter  gelangenden  Welle  verschieden  gerichtet  ist, 
je  nachdem,  ob  die  Lichtquelle  für  den  Beobachter  ruht  oder  aber  für 
ihn  bewegt  ist.  Während  nämlich  in  dem  ersten  Fall  die  Wellennormale 
die  Richtung  der  Verbindungslinie  zwischen  Lichtquelle  und  Beobachter 
hat,  scheint  in  dem  zweiten  Falle  dem  Beobachter  das  Licht  aus  einer 
anderen  Richtung  zu  kommen  als  aus  der  der  Verbindungslinie;  der 
Beobachter  sieht  also  die  für  ihn  bewegte  Lichtquelle  an  einem  anderen 
Orte  als  an  dem,  in  dem  sie  sich  tatsächlich  befindet. 

Ist  im  besonderen  =  0,  somit  cos  =  1,  blickt  also  der  Be- 
obachter in  der  Richtung  der  wechselseitigen  Bewegung,  so  wird  nach 
Gl.  7  auch  #  =  0.  Ist  hingegen  cos  =  0,  blickt  also  der  Beobachter 
senkrecht  zu  der  Richtung  der  wechselseitigen  Bewegung,  so  wird 


V 


(11) 


nach  Gl.  7 


(12) 


COS  &  — 

e 
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Da  nun  infolge  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne  die  Transversalgeschwindigkeit  zwischen  einem  irdischen  Be- 
obachter und  einem  Sterne  zu  zwei  um  ein  halbes  Jahr  verschiedenen 
Zeiten  um  das  Doppelte  von  30  km/sec  verschieden  ist  (wofern  man 
nur  die  Komponenten  nach  der  augenblicklichen  Bewegungsrichtung 
der  Erde  in  Betracht  zieht),  so  muß  der  irdische  Beobachter  eine 
scheinbare  jährliche  Kreisbewegung  aller  Sterne  -  (in  einer 
der  Ekliptik  parallelen  Ebene)  wahrnehmen.  Der  Halbmesser  dieser 
für  alle  Sterne  gleichen  Kreisbahn  müßte,  von  der  Erde  aus  gesehen, 
unter  einem  Winkel  erscheinen,  der  dem  durch  die  Gl.  12  bestimmten 
Winkel  komplementär  ist  und  dessen  Sinus  somit  Vioooo  beträgt.1 
Diese  bereits  im  Jahre  1727  von  Bradley  nachgewiesene  Tatsache 
wird  als  Aberration  des  Lichtes  bezeichnet;  sie  erklärte  sich  sehr 
einfach  auf  Grund  der  Emissionshypothese2,  bereitete  aber  der  theo- 
retischen Optik  große  Schwierigkeiten,  seitdem  diese  die  Emissionshypo- 
these hatte  fallen  lassen. 


§  128.   Weltlinie  und  Eigenzeit. 

Die  die  LoRENTz-Transformation  ausdrückenden  Gleichungen  ent- 
halten zwar  die  vollständige  Grundlage  der  Kelativitäfcstheorie  und 
reichen  daher  auch  zur  Lösung  aller  Probleme  dieser  Theorie  aus.  Gleich- 
wohl wäre  der  Eelativitätstheorie  vielleicht  nicht  eine  so  rasche  und 
bedeutungsvolle  Weiterentwicklung  beschieden  gewesen,  wenn  sie  nicht 
bereits  wenige  Jahre  nach  ihrer  Begründung  eine  außerordentliche  Ver- 
einfachung und  Vertiefung  durch  die  genialen  Ideen  Minkowskis 
(1908)  erfahren  hätte. 

Zur  Darlegung  der  Ideen  Minkowskis  dürfte  es  sich  empfehlen, 
zunächst  als  besonders  einfaches  Beispiel  eines  physikalischen  Vor- 
ganges die  auf  eine  gerade  Linie  beschränkte  Bewegung  eines 
Massenpunktes  zu  betrachten.  Nennen  wir  die  Entfernung,  die  der 
bewegte  Massenpunkt  von  einem  in  dieser  Geraden  als  Ursprung  ge- 
wählten Orte  hat,  x,  so  können  wir  in  gewohnter  Weise  die  Abhängig- 
keit der  Größe  x  von  d^r  Zeit  graphisch  darstellen,  indem 
wir  senkrecht  zu  der  Geraden  in  dem  .Ursprung  eine  zweite  Achse  er- 
richten und  auf  ihr  eine  Skala  der  Zeitwerte  auftragen.  Das  physi- 
kalische Ereignis,  das  darin  besteht,  daß  zu  einer  Zeit  tx  der  bewegte 


. 1  Denn  die  Geschwindigkeit  der  Erde  (30  km/sec)  ist  eben  der  lOOOOste  Teil 
der  Lichtgeschwindigkeit. 

2  In  den  elementaren  Lehrbüchern  der  Physik  wird  auch  heute  noch  die  Ab- 
erration des  Lichtes  durch  das  Beispiel  der  Regentropfen  veranschaulicht,  die  schräg 
auf  das  Fenster  eines  fahrenden  Eisenbabnzuges  auftreffen.  Auf  Grund  solcher  ele- 
mentarer Vorstellungen  konnte  in  der  Tat  Bkadley  aus  der  von  ihm  beobachteten 
Aberration  und  der  bekannten  Geschwindigkeit  der  Erde  die  Lichtgeschwindigkeit 
richtig  bestimmen. 
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Körper  von  dem  Ursprung  die  Entfernung  xx  habe,  ist  dann  symbolis ch 
durch  einen  Punkt  repräsentiert,  der  in  bezug  auf  die  beiden  zu- 
einander senkrechten  Achsen  der  x-  und  t- Werte  die  Koordinaten  xx 
und  t±  habe.  Durch  Aneinanderreihung  der  Punkte,  die  die  zeitliche 
Aufeinanderfolge  mechanischer  „Ereignisse"  des  bewegten  Körpers  reprä- 
sentieren, entsteht  eine  bestimmte  Kurve,  die  den  funktionalen 
Zusammenhang  zwischen  den  Vektoren  x  und  t  graphisch  darstellt 
und  die  wir  vorderhand  die  „Ereigniskurve"  des  bewegten  Massen- 
punktes nennen  wollen. 

.  Zur  graphischen  Darstellung  dieses  Zusammenhanges  können  wir 
uns  aber  auch  noch  eines  anderen,  für  die  folgenden  Betrachtungen  viel 
zweckmäßigeren  Verfahrens  bedienen.  Wir  können  nämlich  auf  der  zu 
der  x- Achse  senkrechten  zweiten  Achse  statt  der  Werte  von  t  auch  die 
Länge  der  Strecken  auftragen,  die  in  derselben  Zeit  t  das  Licht  zurück- 
legen würde.  Das  Ereignis,  daß  zu  einer  Zeit  tx  der  Mass enp unkt  von 
dem  Ursprung  die  Entfernung  xx  habe,  wird  also  dann  in  der  x-ct- Bild- 
ebene symbolisch  durch  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  xx  und  ctx 
dargestellt. 

Die  Frage,  die  wir  uns  nun  vorlegen  wollen,  soll  die  folgende  sein. 
In  bezug  auf  ein  bestimmtes  räumlich-zeitliches  Bezugssystem  sei  in 
der  #-cZ- Bildebene  ein  Ereignis  durch  einen  Punkt  P  mit  den  Koordi- 
naten x  und  et  repräsentiert;  wie  muß  ein  Koordinatensystem  beschaffen 
sein,  damit  in  diesem  derselbe  Punkt  P  die  Koordinaten  x'  und  et'  habe, 
wenn  die  Werte  von  x'  und  f  mit  den  Weiten  von  x  und  t  durch 
eine  LoKENTz-Transf  ormätion  verknüpft  sein  sollen? 

Bevor  wir  an  die  Lösung  dieses  Problems  gehen,  wollen  wir  noch 
die  ganz  elementare,  für  die  folgenden  Betrachtungen  jedoch  wichtige 
Frage  beantworten,  wie  sich- 
in  einem  ganz  beliebigen  Ko- 
ordinatensystem  die  Koordi- 
naten ändern,  wenn  sich  das 
Achsenkreuz  um  einen  Win- 
kel #  dreht.    Der  Punkt  S 
(Fig.  77)  habe  in  dem  ursprüng- 
lichen   System    die  Koordi- 
naten £,  r\  und  in  dem  neuen, 
das  aus  dem  ersten  durch  die 
Drehung  hervorgeht,  die  Ko- 
ordinaten     r\  .  Der  Winkel  # 

werde   dabei   in   dem   Sinne  A 
der  Drehung  positiv  gerech-  Fig.  77. 

net,  die  auf  kürzestem  Wege 

die  |- Achse  in  die  ^-Achse  überführt.  In  Fig.  77  ist  OA=£  und 
AS  =rj.  Den  Schnittpunkt  der  Geraden  AS  mit  der  Achse  nennen 
wir  B  und  fällen  dann  von  A  und  S  auf  die  £'-Bichtung  Perpendikel, 
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deren  Fußpunkte  wir  mit  C  und  D  bezeichnen.  OD  ist  dann  gleich 
Nun  ist 

OC  =  £  cos  0  , 

CD  =     D  +  BS)  sin  #=1]  sin  0  . 

Folglich  ist 

(1)  OD  ==  |  cos  #  -f    sin  #  . 

Andererseits  ist 

hingegen 


SD  =  BS  cos  0  , 
D,Sr  =  ^>S'  -  AB  =rj  -  |  .tg# 


und  somit 

(2)  SD  =  f]  cos  0  -  f  sin  0  . 

Da  durch  die  Strecken  OD  und  SD  aber  die  Koordinaten  des  Punktes  S 
im  neuen,  gegen  das  frühere  um  den  Winkel  0  gedrehten  Koordinaten- 
system dargestellt  sind,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

£'  =  £  cos  0  +  ?7  sin  0  , 
r/  =  77  cos  &  —  I  sin  ^  . 

Nachdem  wir  diese  elementare  Formel  abgeleitet  haben,  gehen  wir 
nun  an  die  Lösung  unserer  eigentlichen  Aufgabe.  Sind  die  Werte  von 
x'  und  et'  mit  den  Werten  von  x  und  et  durch  eine  LoRENTZ-Trans- 
formation  verknüpft,  so  bestehen  zwischen  ihnen  (nach  den  Gl.  28 
des  §  123)  die  Beziehungen 


(3) 


(4) 


,  X  —  uz 

X  = 


u 

et  X 

'S- 


Die  GL  4  lassen  sich  nun,  wie  Minkowski  erkannte,  auf  die 
Form  der  Gl.  3  bringen,  wenn  man  die  Skala  der  et- Werte  durch  eine 
Skala  von  imaginären  l- Werten  ersetzt,  wobei 

(5)  l  =  ict 

ist.  An  die  Stelle  der  Koordinaten  x  und  et  treten  also  dann  die  Ko- 
ordinaten x  und  l.  Der  Winkel,  den  die  von  dem  Koordin?tenursprung 
zu  einem  Punkte  der  Bildebene  gezogene  Gerade  mit  der  ic-Achse  bildet, 
ist  gleich  arctg  (l/x),  und  daraus  erkennt  man  schon,  daß  die  Tan- 
genten der  Winkel  in  dei  jc-Z-Ebene,  wenn  sie  auf  physikalische  Größen 
bezogen  werden,  ebenfalls  imaginär  sein  müssen.  In  der  Tat  nehmen 
nun  die  Gl.  4  eine  viel  einfachere  Gestalt  an,  wenn  wir  einen  Hilfs- 
winkel  einführen,  der  durch  die  Beziehung  definiert  sein  soll 

(6)  tgy-i-f- 
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Nach  den  bekannten  goniometrischen  Formeln 
(7)  cos  w  =  —   1  L  ,      sin  w  =  tg(p  


ergeben  sich  dann  die  Beziehungen 


%  u 


c 


(8)  cos  y=  Siny  =  -===- 

Da  nach  Gl.  5 


(9)  —  ut  =  / 


c 


ist1,  so  lassen  sich  somit  unter  Benutzung  der  Gl.  8  die  Gl.  4  in  die 
Form  bringen 

x'  =  x  cos  99  +  l  sin  99  , 
V  =  l  cos  99  —  x  sin  99  . 


(10) 


Die  völlige  Übereinstimmung  der  Gl.  10  mit  den  Gl.  3  zeigt  also, 
daß  sich  der  Übergang  von  einem  Kaum-Zeit- System  zu  einem  anderen, 
mit  ihm  durch  eine  LoRENTz-Transf ormation  verknüpften,  be, 
der  bildmäßigen  Darstellung  durch  ein .  a>Z- Koordinatensystem  als 
bloße  Drehung  des  Achsenkreuzes  um  einen  Winkel  99  darstellt, 
dessen  trigonometrische  Tangente  (ihrem  Betrage  nach)  gleich  u/c  ist. 
Ist  also  in  einem  x-l-  System  ein  Ereignis  durch  einen  Punkt  mit  den 
Koordinaten  x,  l  repräsentiert,  so  gelangt  man  zu  demselben  Punkte 
in  der  Bildebene,  wenn  man  in  einem  beliebigen  anderen  Bezugssysteme 
von  den  Achsen  aus  die  Koordinaten  x'  und  V  aufträgt,  woferne  die 
Werte  von  x'  und  V  mit  denen  von  x  und  l  durch  eine  LoRENTZ-Trans- 
formation  verknüpft  sind. 

Daraus  folgt,  daß  die  Gestalt  der  Ereigniskurve  von  der 
Wahl  des  Bezugssystems  völlig  unabhängig  sein  muß;  was 
sich  bei  einem  Wechsel  des  Bezugssystems  ändert,  ist  nur  ihre  Lage  in 
bezug  auf  das  Koordinatenachsenkreuz.  Die  Tatsache,  daß  unter  den 
verschiedenen  gleichförmig  gegeneinander  bewegten  räumlichen,  in  unserem 
speziellen  Falle  eindimensionalen  Bezugssystemen  (gebildet  von  den  ver- 
schiedenen x- Achsen)  keines  irgendwie  an  sich  vor  einem  anderen  be- 
vorzugt sein  kann,  findet  also  ihre  geometrische  Deutung  in  der  selbst- 
verständlichen Tatsache,  daß  an  sich2  in  der  zweidimensionalen  Bild- 
ebene ein  Achsenkreuz  durch  seine  Lage  keine  Sonderstellung  ein- 
nehmen kann. 


1  Denn  es  ist 


D.  h.  solange  nicht  eine  bestimmte  Ereigniskurve  gegeben  ist. 
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Unsere  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  auf  die  Bewegung  eim  a 
Massenpunktes  in  einer  geraden  Linie  beschränkt.  Fassen  wir  die  Be- 
wegung eines  Massenpunktes  in  einer  Ebene  ins  Auge,  so  tritt  an  die 
Stelle  der  Bildebene  ein  Bildraum  mit  drei  Koordinatenachsen,  einer 
x-,  einer  y-  und  einer  Z-Achse.  Die  Ereigniskurve  wird  dann  eine  räum- 
liche Kurve,  deren  Projektion  auf  die  «/-Ebene  die  Bahn  des  be- 
wegten Massenpunktes  darstellt.  Betrachten  wir  schließlich  die  Be- 
wegung eines  Massenpunktes  im  dreidimensionalen  Baum,  so  tritt  an 
die  Stelle  der  ursprünglichen  Bildebene  eine  vierdimensionale  Man- 
nigfaltigkeit, charakterisiert  durch  ein  vierdimensionales  Koordinaten- 
system mit  einer  x-,  einer  y-,  einer  z-  und  einer  Z-Achse. 

Der  Übergang  von  einem  beliebig  gegebenen  räumlichen  Bezugs- 
system (x,  y,  z)  zu  einem  anderen  räumlichen  (x'f  y' ,  das  gegen" 
über  dem  ersten  mit  einer  Geschwindigkeit  u  gleichförmig  fortschreitet, 
erscheint  in  der  vierdimensionalen  bildmäßigen  Darstellung  dann  fol- 
gendermaßen. Man  dreht  zunächst  das  beliebig  gegebene  räumliche 
Koordinatensystem  so,  daß  seine  ^-Richtung  mit  der  Richtung  des 
räumlichen  Vektors  u  zusammenfällt,  und  konstruiert  dann  (symbolisch) 
eine  zu  den  drei  räumlichen  Koordinatenachsen  senkrechte  Z-Achse. 
In  der  a>Z-Ebene  wird  nun  das  Achsenkreuz,  das  aus  der  x-  und  der 
Z-Achse  besteht,  um  einen  Winkel  von  dem  Betrage  arctg  (u/c)  gedreht. 
Dadurch  ergibt  sich  eine  neue  Z-Achse,  die  die  Z'-Achse  genannt  werde. 
Jedes  beliebige,  räumliche  Koordinatensystem  (xr,  y' ,  z'),  dessen  drei 
Achsen  auf  der  Z'-Achse  senkrecht  stehen,  stellt  dann  ein  räumliches 
Koordinatensystem  dar,  das  gegenüber  dem  von  vornherein  gegebenen 
räumlichen  Koordinatensystem  (x,  y,  z)  mit  einer  Geschwindigkeit  u 
gleichförmig  fortschreitet.3 

Die  vierdimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  durch  die  Veränderlichen 
x,  y,  z,  l  bestimmt  ist,  bezeichnet  man  nun  mit  Minkowski  als 
„Welt"  und  eine  durch  vier  Koordinaten  in  der  „Welt"  bestimmte 
Stelle  als  einen  Weltpunkt;  ein  solcher  repräsentiert  also  ein  zu  einer 
bestimmten  Zeit  (l/ic)  an  einem  bestimmten  Orte  (x,  y,  z)  statt- 
findendes Ereignis.  Eine  vierdimensionale  Ereigniskurve  (die  also  ,,die 
Geschichte  eines  materiellen  Punktes  abbildet")  nennt  man  nach  Min- 
kowski eine  Weltlinie.4 

Die  Gestalt  einer  Weltlinie  und  die  Länge  ihrer  Elemente  sind 
nach  dem  früher  Gesagten  von  der  Wahl  des  Bezugssystemes  unabhängig. 
Wir  wollen  die  Länge  eines  bestimmten  Elementes,  das  wir  ins  Auge 
fassen,  mit  äs,  die  vier  auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem  bezogenen 
Komponenten  des  Elementes  mit  dx,  dy,  dz,  dl  bezeichnen.  Nach 
dem  Pythagoreischen  Lehrsatz  ist  dann 

3  Im  allgemeinen  werden  dann  die  beiden  räumlichen  Koordinatensysteme 
allerdings  nicht  parallel  sein. 

4  Ansätze  zu  den  Ideen  Minkowskis  finden  sich  allerdings  schon  in  einer  Ab- 
handlung Poincares  aus  dem  Jahre  1906  (Rend.  Circ.  Mat.  Palermo  21). 
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(11)  ds2  =  dx2  +  dy2  +  dz2  +  dl2 
oder  nach  Gl.  5 

(12)  ds2  =  dx2  +  tfz/2  +  dz2  -  c2  dt2 . 

Nennen  wir  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Massenpunktes  (in  bezug 
auf  das  gewählte  System)  t),  so  ist 

und  Gl.  12  läßt  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben 

(14)  ds2  =  (v2  -  c2)dt2. 

Wir  denken  uns  nun  neben  dem  bisher  betrachteten  ganz  beliebigen 
ein  zweites  vierdimensionales  Koordinatensystem  konstruiert,  das  die 
spezielle  Eigenschaft  habe,  daß  seine  Z-Achse  mit  der  Eichtung  des 
betrachteten  Weltlinienelementes  zusammenfalle  (oder  ihm  parallel  sei).5 
Wir  wollen  die  Koordinaten  in  diesem  zweiten,  ganz  speziellen  Bezugs- 
system £,  r),  J,  icr  nennen.  Wegen  der  Lage  des  zweiten  Koordinaten- 
systems wird  dann  für  das  betrachtete  Weltlinienelement 

(15)  d£  =  dt)  =  ä%  =  0  , 

so  daß  die  allgemein  gültige  Gl.  12  in  ihrer  Anwendung  auf  das  be- 
sondere zweite  System  die  Form  annimmt 

(16)  ds2=-c2dz2. 

Da  nach  der  Eelativitätstheorie  Eelativgesch windigkeiten,  die  größer 
sind  als  die  Lichtgeschwindigkeit,  ausgeschlossen  sind  (vgl.  §  125,  Anm.l), 
so  kann  auch  v  nie  größer  als  c  werden.  Es  wird  daher  nach  Gl.  14, 
falls  ds  das  Element  einer  eine  Bewegung  darstellenden  Weltlinie  ist,  ds2 
jedenfalls  negativ  und  somit  dt2  positiv;  in  dem  zweiten  Koordinaten- 
system werden  also  dann  wie  in  dem  ersten  die  Eaum-  und  Zeitgrößen 
reelle  Größen  sein.  Da  nun  die  Länge  des  Weltlinienelementes  und 
somit  auch  ds2  vom  Bezugssystem  völlig  unabhängig  sind,  so  muß  das- 
selbe auch  von  der  Größe  d  r  gelten,  die  man  als  das  zur  Weltlinie  ge- 
hörige Element  der  Eigenzeit  des  bewegten  Massenpunktes  bezeichnet.6 
Auf  Grund  der  Gl.  14  läßt  sich  auch  ohne  weiteres  der  Zusammenhang 
angeben,  in  dem  das  Eigenzeitelement  zu  dem  in  einem  beliebigen  Be- 
zugssystem gemessenen  Zeitelement  steht.  Aus  Gl.  14  und  16  folgt 
nämlich 

(17)  dr  =  dt}/l--^r- 

5  Nur  für  eine  gleichförmige  Bewegung  ist  natürlich  die  Weltlinie  gerade,  für 
eine  ungleichförmige  hingegen  gekrümmt. 

6  Die  Eigenzeit  selbst,  von  einem  bestimmten  Augenblicke  an  gemessen,  findet 
man,  indem  man  dz  von  dem  Punkte  der  Weltlinie  an  integriert,  der  der  Anfangs- 
zeit entspricht. 
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Wir  wollen  ein  ausgezeichnetes  Bezugssystem,  dessen  Z-Achse  die- 
selbe Eichtung  habe  wie  das  Weltlinienelement,  ein  Eigensystem 
(für  das  betrachtete  Stück  der  Bewegung)  nennen.7  Da  für  das  Eigen- 
system die  Geschwindigkeit  Null  wird,  so  pflegt  man  auch  kurz  zu  sagen, 
daß  durch  den  Übergang  zu  einem  System,  dessen  Z-Achse  die  Eichtung 
des  Weltlinienelementes  hat,  der  Massenpunkt  auf  Euhe  trans- 
formiert werde. 

Wir  wollen  schließlich  zwei  voneinander  endlich  weit  entfernte  Welt- 
punkte betrachten  und  sie  auf  ein  beliebiges  Bezugssystem  beziehen. 
In  bezug  auf  dieses  sei  der  räumliche  Abstand  der  beiden  Weltpunkte  Ar 
und  der  zeitliche  At,  also 

(18)  As2  =  Ar2  -  c2.At2. 

JVir  wollen  nun  zwei  Fälle  unterscheiden;  im  ersten  Falle  sei 

(19)  Ar<c.At, 

für  das  betrachtete  Bezugssystem  sei  also  As2  negativ.  Wir  können 
dann  den  zwischen  den  beiden  Weltpunkten  gezogenen  „ Weltvektor " 
als  Weltlinie  einer  Bewegung  auffassen,  bei  der  in  der  Zeit  At  der 
Weg  A  r  gleichförmig  zurückgeführt  wird.  Indem  wir  den  Weltvektor 
zur  Zeitachse  machen,  somit  Ar  zum  Verschwinden  bringen,  können 
wir  die  beiden  Weltpunkte  gleichörtlich  im  räumlichen  Sinne  machen. 
Gehen  wir  von  dem  Bezugssystem,  dessen  zeitliche  Achse  mit  dem 
Weltvektor  zusammenfällt,  zu  irgendeinem  anderen  über,  das  gegenüber 
jenem  mit  der  Geschwindigkeit,^  gleichförmig  bewegt  sei,  so  wird  in 
diesem  Bezugssystem 

(20)  A  r'2  =  v'2  .At'2, 

und  da  v  nach  einem  fundamentalen  Satze  der  Eelativitätstheorie  nicht 
größer  sein  kann  als  c,  so  ist  somit,  wenn  die  Ungleichung  (19)  für 
irgendein  Bezugssystem  zutrifft,  As2  in  jedem  Bezugssystem  negativ. 
Der  zweite  mögliche  Fall  ist  der,  daß 

(21)  Ar>c.At 

ist.  Es  erscheint  dann  keine  Bewegung  möglich,  die  durch  den  zwischen 
den  beiden  Weltpunkten  gezogenen  Weltvektor  repräsentiert  werden 
könnte;  denn  eine  solche  Bewegung  müßte  für  das  betrachtete  Bezugs- 
system mit  Uberlichtgeschwindigkeit  erfolgen,  was  ja  eben  unmöglich 
ist.  Es  ist  daher  auch  unmöglich,  durch  Übergang  zu  einem  anderen 
Bezugssystem  den  Weltvektor  zu  einer  Zeitachse  zu  machen.  Trifft  die 
Ungleichung  (21)  auch  nur  für  ein  einziges  Bezugssystem  zu,  so  ist  As2 
in  jedem  Bezugssystem  positiv.  Der  Weltvektor  läßt  sich  dann  nur 
zu  einer  räumlichen  Achse  machen.    Da,  wenn  wir  mit  seiner  ßich- 


7  Die  Lage  der  rj-  und  £-Achse  im  Eigensystem  ist  natürlich  ganz  gleich- 
gültig; worauf  es  ankommt,  ist  nur  die  Lage  der  ict- Achse. 
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tung  etwa  die  ^-Richtung  zusammenfallen  lassen,  für  beide  Weltpunkte 
die  y-,  z-  und  /-Koordinaten  dieselben  sind,  lassen  sich  derart  bei  Zu- 
treffen der  Ungleichung  (21)  die  beiden  Weltpunkte  gleichzeitig  machen. 

In  den  beiden  entgegengesetzten  Fällen  der  Ungleichungen  (19)  und 
(21)  zeigt  also  der  zwischen  den  beiden  Weltpunkten  gezogene  Welt- 
vektor durchaus  verschiedenen  Charakter.  Im  ersten  Falle  kann  er  nur 
zu  einer  Zeitachse  gemacht  werden,  im  zweiten  Falle  nur  zu  einer  räum- 
lichen Achse.  Im  ersten  Falle  spricht  man*  darum  von  einem  zeit- 
artigen, im  zweiten  Falle  von  einem  raumartigen  Weltvektor.  Im 
ersten  Falle  können  die  durch  den  Vektor  verbundenen  Weltpunkte 
gleichörtlich  gemacht  werden,  im  zweiten  Falle  gleichzeitig;  das  Um- 
gekehrte ist  in  keinem  der  beiden  Fälle  möglich.8 


Zwischen - 
x 


8  Besser  läßt  sich  der  Unterschied  zwischen  zeit-  und  raumartigen  Weltvektoren 
veranschaulichen,  wenn  man  sich  der  Darstellung  in  der  x-ct-Ebene  wie  am  Anfange 
dieses  Abschnittes  bedient,  also  statt 

der  Z-Koordinate  eine  reelle  Koordi-  &  U 

nate  einführt,  die  etwa  mit  u  bezeichnet 
werde  und  gleich  sei  et  (also  nicht  ict). 
Wir  betrachten  der  Einfachheit  wegen 
zunächst  wieder  nur  eine  einzige  räum- 
liche Koordinate.  In  der  x-u-'Ebene 
zeichnen  wir  ein  rechtwinkliges  Ko- 
ordinatensystem. Die  LoRENTz-Trans- 
formation  erscheint  dann  in  graphischer 
Darstellung  als  Übergang  zu  den  neuen 
Achsen  Qx'  und  Ou',  wobei  die  neuen 
Achsen  mit  den  alten  einen  Winkel  ip 
und  untereinander  einen  Winkel  von 
90°  —  2yj  bilden;  die  Tangente  des 
Winkels  ip  ist  aber  gleich  dem  Quo- 
tienten aus  der  Relativgeschwindigkeit 
der  beiden  Bezugssysteme  und  aus  der 
Lichtgeschwindigkeit  (Fig.  78).  Die 
Größe  der  Längen-  und  der  Zeiteinheit 

im  neuen  System  läßt  sich  durch  diese  graphische  Darstellung  (wie  hier  nur  ohne 
Beweis  mitgeteilt  sei)  sehr  einfach  ermitteln.  Man  konstruiert  dazu  die  beiden 
gleichseitigen  Hyperbeln 

x1  -  u2  =  ±  1  . 

Die  Stücke  der  x'-  und  der  «/-Achse,  die  von  dem  Ursprung  0  bis  zu  den  Hyperbeln 
reichen,  stellen  dann,  auf  das  alte  System  bezogen,  die  neue  Längen-  und  die  neue 
Zeiteinheit  dar  (letztere  noch  multipliziert  mit  c).  Durch  das  geradlinige  Asym- 
ptotenpaar 

-  u2  =  0 

ist  die  Ausbreitung  einer  Lichtwelle  dargestellt.  Denken  wir  uns  noch  eine  «/-Achse 
hinzu,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Asymptoten paares  ein  Doppelkegel,  kommt  noch 
eine  &-Achse  hinzu,  eine  doppelte  kegelartige  Überfläche,  die  als  Lichtkegel  be- 
zeichnet wird.  Der  Lichtkegel  besteht  aus  einem  Vorkegel  und  einem  Nach- 
kegel. Jener  \u  <  0)  stellt  die  Ausbreitung  einer  Lichtwelle  dar,  die  zu  der  Zeit 
t  =  0  in  dem  Raumpunkte  x  =  y  =  %  =  0  eintrifft.  Der  Nachkegel  stellt  die  Aus- 
breitung einer  Lichtwelle  dar,  die  zu  der  Zeit  t  =  0  von  dem  Raumpunkte 


Fig.  78. 
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§  129.   Die  relativistische  Dynamik. 

Das  Eelativitätsprinzip  verlangt,  daß  alle  Naturvorgänge,  die  in 
einem  Bezugssystem  durch  bestimmte  Gleichungen  zwischen  den  Ko- 
ordinaten x,  y,  z,  t  beschrieben  werden,  in  einem  anderen,  mit  dem  ersten 
durch  eine  Lorentz- Transformation  verknüpften  Bezugssystem 
durch  dieselben  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  x't  y',  z',  t' 
dargestellt  werden.  Der  Kelativitätstheorie  entsteht  daher  eine  grund- 
legende Aufgabe  in  der  Aufsuchung  einer  allgemein  gültigen,  gegenüber 
einer  Lorentz- Transformation  invarianten  Beziehung,  als  deren  Spezial- 
fall sich  das  zweite  NEWTONs.che  Bewegungsgesetz  als  das  Grund- 
gesetz der  klassischen  Mechanik  erweisen  müßte.  Wenn  es  nun  ein 
ausgezeichnetes  System  gibt,  für  welches  die  allgemeine  Beziehung  in 
ihrer  speziellen  Form  gilt,  dann  kann  dieses  System  offenbar  nur  das 
Eigensystem  als  das  einzige  ausgezeichnete  System  sein.  Für  das 
Eigensystem  werden  wir  daher  das  zweite  Newton  sehe  Bewegungs- 
gesetz beibehalten  dürfen.  Nennen  wir  die  durch  die  Komponenten 

d*£  d2v  d2C 
dz2  *       dx1  '  di2 

definierte  Beschleunigung  im  Eigensystem  kurz  die  Eigenbeschleuni- 
gung, so  können  wir  durch  den  Quotienten  aus  der  angreifenden  Kraft 
und  der.  Eigenbeschleunigung  eine  von  dem  Bezugssystem  unabhängige 
skalare  Größe 

«        -  «=t: 

definieren.  Diese  Größe  ju  wird  als  die  Eigenmasse  des  materiellen 
Punktes  bezeichnet. 

In  §  128  ist  nun  gezeigt  worden,  daß  ebenso  wie  die  Länge  ds  des 
Weltlinienelementes  auch  die  Dauer  des  zugehörigen  Elementes  der 
Eigenzeit  eine  von  dem  gewählten  Bezugssystem  völlig  unabhängige 
Größe  darstellt;  dasselbe  muß  daher  auch  für  den  Quotienten  ds/dr 
gelten.  Nach  Gl.  11  des  §  128  ist  aber 


x  —  y  =  %  =  0  ausgeht.  —  Durch  den  Lichtkegel  zerfällt  die  vierdimensionale 
cc-?/-^-^-Mannigfaltigkeit  (die  aber  nicht  die  Invarianzeigenschaften  der  x-y-x-l- 
Mannigfaltigkeit  besitzt)  in  drei  Teile:  Erstens  das  Gebiet  jenseits  von  0,  in 
der  Zeichenebene  begrenzt  durch  die  beiden  Asymptotenäste,  für  die  u  positiv  ist. 
Nach  jedem  Weltpunkte  dieses  Teilgebietes  läßt  sich  ein  zeitartiger  Vektor  ziehen, 
der  zu  einem  Weltpunkte  führt,  der  später  ist  als  der  Ursprung.  Zweitens  das 
Gebiet  diesseits  von  0,  in  der  Zeichenebene  begrenzt  durch  die  beiden  Asym- 
ptotenäste, für  die  u  negativ  ist.  Nach  jedem  Weltpunkte  dieses  Teilgebietes  läßt 
sich  ein  zeitartiger  Vektor  ziehen,  der  zu  einem  Weltpunkte  führt,  der  früher  als 
0  ist.  Drittens  als  übriger  Teil  der  Mannigfaltigkeit  das  zweiteilige  Zwischen- 
gebiet. Zu  seinen  Weltpunkten  lassen  sich  von  dem  Ursprung  raumartige  Vek- 
toren ziehen,  so  daß  die  Punkte  des  Zwischengebietes  mit  dem  Ursprung  gleich- 
zeitig gemacht  werden  können. 
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Wir  können  daher  von  einem  vierdimensionalen  Vektor  (einem 
sogenannten  Weltvektor")  mit  den  Komponenten  dx/dr,  dy  /  dx, 
dz/dr  und  dl/dr  sprechen.  Wir  wollen  diesen  symbolischen  Vektor 
die  Minkowski- Geschwindigkeit  nennen  und  mit  q  bezeichnen. 
(Daß  es  sich  um  einen  vierdimensionalen  Vektor  handelt,  soll  eben 
durch  den  Doppelstrich  unter  dem  deutschen  Buchstaben  ausgedrückt 
werden.)  Im  allgemeinen  wollen  wir,  wenn  ein  beliebiger  vierdimensionaler 
Vektor  51  mit  den  Komponenten  Ax,  Ay,  Az,  Al  gegeben  ist,  den  rein 
räumlichen  dreidimensionalen  Vektor,  den  wir  aus  den  drei  Komponenten 
Ax,  Ay,  Az  zusammensetzen  können,  mit  5t  (ohne  den  Doppelstrich)  be- 
zeichnen und  ihn  den  räumlichen  Bestandteil  oder  die  Raumkomponente 
des  vierdimensionalen  Vektors  51  nennen.  Die  Größe 


wollen  wir  mit  A  bezeichnen  und  den  absoluten  Betrag  des  vier- 
dimensionalen Vektors  nennen;  hingegen  sei  der  absolute  Betrag  des 
räumlichen  Vektors  51  mit  A  bezeichnet.   Es  gilt  dann  die  Beziehung 

fe)  A2=A2+A*. 

Für  die  vier  Komponenten  der  Minkowski- Geschwindigkeit  ergeben 
sich  nun  nach  Gl.  2  die  Werte 

(dx 

TO 

-  I  9i 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  „gewöhnliche"  Geschwindigkeit  (d.  h.  die 
Geschwindigkeit  im  Sinne  der  klassischen  Mechanik)  mit  n  bezeichnen, 

/co  dx 

(5j  "^r  =  usw. 

Andererseits  ist  nach  GL- 5  des  §128 

Schließlich  ist  nach  Gl.  17  des  §  128 

dt   l_ 

(7)  dz   ~  ^  f  ^ 


dx 

dx 

dt 

~dx 

~~  ~dt  ' 

dx 

dl 

_  dl 

dt 

di 

dt 

dx  ' 

Es  wird  somit 
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und 
(9) 

Aus  Gl.  3  folgt  daher 


9i  = 


,2 


— 


1  T- 


oder,  in  Übereinstimmung  mit  Gl.  16  des  §  128, 

(10)  7  =  ic. 

Der  absolute  Betrag  der  Minkowski- Geschwindigkeit  ist  also  eine  für 
alle  Bewegungen  gleiche  Konstante. 

Da  die  Minkowski- Geschwindigkeit ,  wie  GL  2  zeigt,  in  völliger 
Analogie  zu  der  räumlichen  Geschwindigkeit  der  klassischen  Me- 
chanik steht,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  in  Analogie  zu  dem  Kraft- 
begriff der  klassischen  Mechanik  einen  vierdimensionalen  Vektor  da- 
durch zu  definieren,  daß  man  ihn  gleichsetzt  dem  eigenzeitlichen  Diffe- 
rentialquotienten des  Produktes  aus  Eigenmasse  und  Minkowski- 
Geschwindigkeit.  In  der  Tat  ist  ja  in  der  klassischen  Mechanik  nach 
dem  zweiten  NEWTONSchen  Bewegungsgesetz  die  Kraft  mit  einer  Ände- 
rung der  Bewegungsgröße  oder,  wie  man  auch  sagt,  des  Impulses 
durch  die  Beziehung  verknüpft 

(11)  Ä  =  ^-(mt,). 

In  völliger  Analogie  hierzu  definieren  wir  einen  vierdimensionalen 

Vektor  den  wir  als  die  Minkowski- Kraft  bezeichnen,  durch 
die  Gleichung 

(12)  l^N'- 

Was  die  Gl.  11  betrifft,  so  stellt  sie  das  zweite  NEWTONsche  Be- 
wegungsgesetz in  der  ursprünglichen  Form  dar,  die  die  Kraft  gleich- 
setzt dem  zeitlichen  Differentialquotienten  der  Bewegungs große.1  Aller- 
dings läßt  sich  in  der  klassischen  Mechanik  überdies  noch  die  Größe  m 
vor  das  Dif f er entiations zeichen  setzen.  Es  liegt  aber  kein  Grund  vor, 
diese  überflüssige,  im  Wesen  des  zweiten  Newtons  chen  Bewegungs  - 
gesetzes  nicht  enthaltene  Einschränkung  auch  in  die  folgenden  Be- 
trachtungen von  vornherein  mit  zu  übernehmen. 

An  Gl.  12  interessiert  uns  nun  zunächst  die  Frage,  in  welcher  Beziehung 
der  räumliche  Bestandteil  des  vierdimensionalen  Vektors  Sß,  also  der 
Baumvektor  zu  den  gewöhnlichen,  im  Sinne  der  klassischen  Me- 
chanik als  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  und  Masse  bezeichneten 
Größen  steht.   Wir  zerlegen  hierzu  die  Gl.  12  in  die  beiden  Formeln 


1  Vgl.  §  2,  Anm.  3. 
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03)  V^-j-fba) 

und 

und  befassen  uns  zunächst  nur  mit  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen. 
Wir  ersetzen  darin  q  durch  t)  mittels  der  Gl.  8  und  sodann  den  eigen- 
zeitlichen Differentialquotienten  durch  den  gewöhnlichen  zeitlichen  mittels 
der  Gl.  7.  Wir  finden  so 


(15)  W'-f-.-St 


Durch  diese  Gleichung  erscheint  der  räumliche  Bestandteil  der  Min- 
KowsKi-Kraft  mit  der  Geschwindigkeit  t)  der  klassischen  Mechanik 
verknüpft.  Da  die  Gl.  12,  die  die  Minkowski- Kraft  definiert,  von 
dem  Bezugssystem  völlig  unabhängig  ist,  so  muß  auch  die  Gl.  15  für 
jedes  beliebige  Bezugssystem  Geltung  besitzen. 

Den  Impulssatz  der  klassischen  Mechanik  können  wir  also  (wie 
uns  ein  Vergleich  der  diesen  Satz  ausdrückenden  Gl.  11  mit  der  Gl.  15 
zeigt)  nur  dann  in  der  Kelativitätstheorie  beibehalten,  wenn  wir  die 
klassische  Vorstellung  von  der  Konstanz  der  Masse  aufgeben. 
Wir  müssen  vielmehr  annehmen,  daß  die  Masse  eine  Funktion  der 
Geschwindigkeit  sei  und  mit  der  Eigenmasse  durch  die  Beziehung 
zusammenhänge 

m  =   P—il  . 

(16) 


Für  v  gleich  Null  wird  m  gleich  weshalb  die  Eigenmasse  auch  als 
die  Buhmasse  (und  mit  dem  Symbol  ra0)  bezeichnet  wird.  Mit  der 
NüWTONSchen  Kraft  51  hängt  die  räumliche  Komponente  der  Minkowski- 
Kraft,  wie  ein  Vergleich  der  Gl.  11  und  15  zeigt,  durch  die  Beziehung 
zusammen 


Wir  sehen  also,  daß  in  der  relativistischen  Dynamik  an  die 
Stelle  des  NEWTONschen  Kraftgesetzes  die  allgemeinere  Beziehung  tritt 

*-A  1 

(18)  ~  dt 


Das  durch  diese  Formel  dargestellte  Grundgesetz  der  relativistischen  Dyna- 
mik geht  für  den  Fall,  daß  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Massen- 
punktes klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  ist,  in  das  Newton- 
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sehe  Kraftgesetz  über,  so  daß  also  die  gesamte  klassische  Mechanik 
nur  als  Spezialfall  der  allgemeineren  relativistischen  Mechanik 
erscheint. 

Die  aus  der  Eelativitätstheorie  nach  Gl.  18  folgende  Zunahme 
der  Masse  mit  wachsender  Geschwindigkeit 2  ist  in  der  Tat  von 
Bucherer  und  Hupka  (1909/10)  durch  Beobachtung  der  magnetischen 
Ablenkung  von  sehr  raschen  /^-Strahlen  experimentell  nachgewiesen 
worden.  Eine  zweite  glänzende  Bestätigung  der  relativistischen  Dyna- 
mik stellt  die  schon  früher  (§  87)  besprochene  Feinstruktur  der 
Spektrallinien  dar.3 

In  unseren  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  die  Masse  definiert 
als  diejenige  Größe,  mit  der  die  Geschwindigkeit  multipliziert  werden 
muß,  damit  der  zeitliche  Differentialquotient  dieses  den  Impuls  dar- 
stellenden Produktes  die  angreifende  Kraft  ergebe.  Man  kann  die  Masse 
aber  auch  mittels  der  Beziehung  definieren,  die  zwischen  der  Kraft  und 
der  Beschleunigung  besteht.  Um  diese  Beziehung  zu  finden,  wollen 
wir,  wie  es  bei  der  Ableitung  der  natürlichen  Bewegungsgleichungen 
(s.  §  5)  geschah,  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  derart  legen,  daß 
seine  eine  Achse  mit  der  augenblicklichen  Bewegungsrichtung,  seine 
zweite  mit  der  augenblicklichen  Bichtung  der  Normalen  zusammen- 
falle; die  dritte  Achse  steht  dann  auf  der  Schmiegungsebene  senkrecht 
und  hat  die  Bichtung  der  sogenannten  Binormalen.  Bezeichnen  wir  die 
Komponenten  der  Kraft  St,  der  Beschleunigung  b  und  der  Geschwindig- 
keit ö  nach  den  drei  Achsen  mit  den  Indizes  1,  2,  3,  so  wird 


und  deshalb  wieder  (nach  Gl.  7  des  §  5) 


Nun  folgt,  wenn  wir  die  in  Gl.  18  angezeigte  Differentiation  nach 
der  Zeit  (unter  der  Voraussetzung  der  Konstanz  der  Eigenmasse)  aus- 
führen, 


2  Nach  der  Theorie  muß  die  Masse  für  eine  mit  Lichtgeschwindigkeit  erfolgende 
Bewegung  unendlich  groß  werden. 

3  Vor  Einstein  hat  allerdings  schon  Abraham  auf  Grund  der  Vorstellung  eines 
absoluten  Raumes  und  eines  kugelförmigen  Elektrons  eine  Formel  für  die  Massen- 
veränderlichkeit abgeleitet.  Seine  Formel  ist  aber  von  der  Einstein  sehen  etwas 
verschieden;  nach  ihr  wäre  die  Schwingungsdifferenz  des  Wasserstoff dubletts  nur 
vierfünftelmal  so  groß  wie  nach  der  Einstein  sehen  Formel.  Die  tatsächlichen 
Messungen  bestätigen  die  Einstein  sehe  Formel  und  widerlegen  die  von  Abraham. 


(19). 

folglich 

(20) 


Ks  =  h  =  v3  =  0  ,    v9  =  0  , 


V,  =  V 


(22) 
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Zerlegen  wir  diese  vektorielle  Gleichung  in  drei  analytische  unter  Be- 
nutzung der  Gl.  19  und  20  (die  dritte,  auf  die  Binormale  bezügliche 
Gleichung  fällt  einfach  weg),  so  erhalten  wir  demnach  zunächst  als  für 
die  erste  Achse  geltende  Beziehung 

v  v    dv  fi  L 

IXl   ~~      /  „2  \1       „2      dt  ' 


oder,  wenn  wir  beide  Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringen  und  schließ- 
lich auch  Gl.  21  benutzen, 

K  —  -       P  h 

(23)  1_  (1-4-)'  i; 

Für  die  zweite  Achse  ergibt  sich  aus  Gl.  22  (da  nach  Gl.  19  v2  einfach 
verschwindet) 

(24)  2  ~    /  ^  °2  - 


Während  also  in  der  klassischen  Mechanik  der  Quotient  K-^j^  und 
der  Quotient  K2/b2  gleich  groß  sind,  sind  in  der  relativistischen  Dynamik 
die  beiden  Größen  voneinander  verschieden.  Man  bezeichnet  den  ersten 
Quotienten,  weil  er  sich  auf  die  Komponenten  in  der  Bewegungsrichtung 
bezieht,  als  longitudinale  Masse,  den  zweiten  Quotienten,  weil  er 
sich  auf  die  zur  Bewegung  senkrechten  Komponenten  bezieht,  als  die 
transversale  Masse.  Nennen  wir  jene  m1  und  diese  m2,  so  ergeben 
sich  für  beide  nach  Gl.  23  und  24  die  Werte 


(25) 


Es  ist  also  nur  die  Transversalmasse  der  durch  den  Impulssatz  defi- 
nierten sogenannten  Impulsmasse  (s.  Gl.  16)  gleich. 
Da,  wie  aus  den  Gl.  25  ersichtlich  ist, 

(26)  m1  >  m2 
ist,  ist  somit  auch 

Ki    ^  ^2 

bx   <  b, 

oder 

(27)  -|_>i. 

Kraft  und  Beschleunigung  sind  also  im  allgemeinen  nicht  gleich- 
gerichtet; die  Eichtling  der  Beschleunigung  bildet  vielmehr  mit  der 
Bewegungsrichtung  stets  einen  größeren  Winkel  als  die  Eichtung  der  Kraft. 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  13 
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§  130.   Die  träge  Masse  der  Energie. 

Zu  sehr  bedeutungsvollen  Folgerungen,  die  sich  aus  der  Relativitäts- 
theorie ergeben,  gelangen  wir,  wenn  wir  auf  die  vierdimensionale,  die 
MiNKOwsKi-Kraft  definierende  Vektorgleichung 

(1)  .  I-i^a) 

(Gl.  12  des  §  129)  die  Integrationsmethode  anwenden,  die  in  der 
klassischen  Mechanik  zu  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  mecha- 
nischen Energie  führt.  In  der  klassischen  Mechanik  ergibt  sich  ja 
(s.  §  12),  wenn  wir  die  das  zweite  NEWTONsche  Bewegungsgesetz  dar- 
stellende Gleichung 

(2)  Ä  =  -£-(mt>) 

skalar  mit  der  Geschwindigkeit  multiplizieren,  die  das  Energieprinzip 
ausdrückende  Beziehung 

(3)  ft»=f- 

wobei  die  kinetische  Energie 

(4)  Tj  =  i  m  v2 
ist. 

Wir  zerlegen  nun  die  Gl.  1  in  die  beiden  Gleichungen1 

(welche  Gleichung  sich  also  nur  auf  die  räumlichen  Komponenten  be- 
zieht) und 

(6)  P,.^^-ft'4||-.+  ftfr 

Sodann  multiplizieren  wir  die  Gl.  5  skalar  mit  q  und  die  Gl.  6  mit  ge. 
Addieren  wir  nunmehr  die  beiden  Gleichungen,  so  finden  wir 

(7)  $C  +  PI?i  =  .(q^  +  ?^)+^-(^  +  ^). 
Nun  ist  aber 

Andererseits  ist  nach  GL  3  und  10  des  §  129 
  q2  +  9i2  *  f 2  =  ~  i 

1  Bezüglich  der  Größe  (i  wollen  wir  von  vornherein  keinerlei  einschränkende 
Voraussetzungen  machen;  bei  der  Differentiation  des  Produktes  fi  q  nach  der  Zeit 
wollen  wir  daher  keineswegs  von  vornherein  fi  als  konstant  ansehen. 
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also  konstant,  so  daß  der  eigenzsitliche  Differentialquotient  hiervon  ver- 
schwindet.    Gl.  7  läßt  sich  also  auf  die  einfache  Form  bringen2 

(8)  ?5+*&r 

Wir  wollen  nun  zunächst  den  speziellen  Fall  betrachten,  daß 
die  Eigenmasse  des  bewegten  Körpers  sich  mit  der  Zeit  nicht 
ändere,  was  keineswegs  von  vornherein  als  allgemein  gültig  angesehen 
zu  werden  braucht.  Ist  also  fi  konstant,  so  nimmt  die  Gl.  8  die  ein- 
fache Form  an 

(9)  3»q--P,?,. 
Nun  ist  aber  nach  Gl.  8  und  17  des  §  129 

(10)  ft°,2  • 


Andererseits  ist  nach  Gl.  14  und  9  des  §  129 

c2  dl 


Pili  


Hierfür  können  wir  aber  auf  Grund  der  GL  7  des  §  129  auch  schreiben 


(ii) 


Pxii  — 


.  _«^_  dt 


Setzen  wir  nun  in  die  Gl.  9  die  Werte  aus  den  Gl.  10  und  11  ein,  so 
erhalten  wir  die  Formel 

(12>  Rv 


Diese  Gleichung  muß  für  jedes  beliebige  Koordinatensystem  gelten, 
weil  ja  die  vierdimensionale  Vektorgleichung  (1),  aus  der  sie  gewonnen 
wurde,  von  dem  Bezugssystem  unabhängig  ist.  Wie  ein  Vergleich  mit 
Gl.  3  zeigt,  können  wir  also  auch  in  der  relativistischen  Dynamik 
den  Energiesatz  beibehalten,  wofern  wir  die  einfache  klassische 
Formel  für  die  lebendige  Kraft  durch  die  kompliziertere  Be- 
ziehung ersetzen 

L  =  —£*  

g   v 

2  Die  Summe  <ß  q  +  Pz  qt  wird  auch  symbolisch  als  das  innere  Produkt  der 
beiden  Vierervektoren  der  MiNKOWSKi-Kraft  und  der  Minkowski- Geschwindigkeit 
bezeichnet. 

13* 
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oder,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Eigenmasse  mittels  der  Gl.  16  des  §  129 

die  Impulsmasse  setzen, 

(14)  L  =  mc2. 

Formen  wir  die  rechte  Seite  der  Gl.  13  mittels  des  binomischen  Lehr- 
satzes um  (s.  Gl.  12  des  §  121),  so  finden  wir 

äs)  z-pc» +!,..,»+  !*•-$-+  ••• 

Die  Differenz  (L—juc2),  die  in  erster  Annäherung  gleich  ist  \  ju  v2, 
stellt  also  die  kinetische  Energie  des  bewegten  Massenpunktes  dar, 
deren  Wert  demnach  von  dem  Bezugssystem  abhängt.  Für  v  gleich  0, 
also  auf  ein  Eigensystem  bezogen,  wird 

(16)  h-pc*. 

Diese  Größe  bezeichnet  man  als  die  Eigenenergie  des  bewegten  Kör- 
pers. Ihr  gegenüber  ist  die  sogenannte  kinetische  Energie  im  allgemeinen 
verschwindend  klein;  selbst  die  Wucht  einer  abgeschossenen  Gewehr- 
kugel würde  nur  ungefähr  den  billionsten  Teil  ihrer  Eigenenergie  dar- 
stellen. 

Aus  Gl.  16  müssen  wir  aber  nun  weiterhin  wohl  schließen,  daß 
jede  Änderung  der  Eigenenergie  eines  Körpers  verbunden  sein  muß 
mit  einer  äquivalenten  Änderung  der  Eigenmasse.  Eine  etwa-  durch 
Strahlung  oder  Erwärmung  bedingte  Aufnahme  von  Energie  von 
dem  Betrage  W  muß  eine  Vermehrung  der  Eigenmasse  um  die 
Größe 

w 

(17)  ™  =  -f-> 

hingegen  eine  Abgabe  von  Energie  in  derselben  Größe  eine  gleich 
große  Verminderung  der  Masse  zur  Folge  haben. 

Wenn  aber,  wie  hieraus  folgt,  der  Energie  als  solchen  eine 
träge  Masse  zugeschrieben  werden  muß,  dann  erscheinen  in  der  Bela- 
tivitätstheorie  die  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Energie  und  von 
der  Erhaltung  der  Masse  nicht  mehr  als  voneinander  unabhängige, 
selbständige  Prinzipe,  sie  sind  vielmehr  durch  die  Belativitätstheorie 
zu  einem  einzigen  Prinzip  verschmolzen.  Die  Ursache  dafür, 
daß  trotzdem  mit  ungemein  großer  Annäherung  beide  Sätze  ihre  selb- 
ständige Bolle  innehaben,  liegt  in  der  verschwindenden  Kleinheit  der 
Masseänderungen,  die  mit  beobachtbaren  Energieänderungen  verbunden 
sind.  So  würde  z.  B.  selbst  der  durch  die  ungeheure  Wärmeentwick- 
lung des  Badiums  bewirkte  und  auf  1  g  bezogene  Massenverlust  in 
einem  Jahre  nur  etwa  5.10_8g,  also  einen  kaum  nachweisbaren  Be- 
trag ergeben. 

Der  durch  die  Gl.  17  ausgedrückte  Satz  von  der  Trägheit  der 
Energie  ist  für  einen  speziellen  Fall  von  Einstein  (1905)  entdeckt 
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und  dann  auf  Grund  der  zuerst  von  Mosengeil  uud  von  Hasenöhrl 
festgestellten  Trägheit  der  Hohlraumstrahlung  durch  Planck 
zu  einem  der  wichtigsten  Prinzipe  der  modernen  Physik  ausgestaltet 
worden. 

Ein  wichtiges  Anwendungsgebiet  scheint  sich  neuestens  für  den  Satz 
von  der  Trägheit  der  Energie  in  der  Atomtheorie  zu  erschließen. 
Durch  diesen  Satz  werden  zunächst  die  Abweichungen  der  Atom- 
gewichte von  den  ganzen  Zahlen  verständlich,  weiterhin  aber  auch 
Probleme  der  Kernstabilität  geklärt.  Erfordert  die  Bildung  eines 
Atomkernes  eine  Arbeit  W,  so  muß  nach  dem  Satze  von  der  Trägheit 
der  Energie  das  betreffende  Atom  einen  Massendefekt  von  dem  Be- 
trage Wjc2,  aufweisen.  Die  Abweichung  des  Atomgewichtes  von  der 
ganzen  Zahl  wäre  also,  wenn  L  die  Loschmidt  sehe  Zahl  bedeutet,  durch 
den  Ausdruck  bestimmt  ZJF/c2. 

Andererseits  ist  eine  Zertrümmerung  des  Atomkernes  nur 
möglich,  wenn  eine  Energie  zur  Verfügung  steht,  die  dem  Massendefekt 
äquivalent  ist.  Für  Helium  ist  z.  B.  der  in  Atomgewichtseinheiten  ge-* 
messene  Massendefekt  gleich  der  Differenz  zwischen  dem  vierfachen 
Atomgewichte  des  Wasserstoffs  und  dem  des  Heliums,  also  (nach  Gl.  24 
des  §  84)  4.1,0077-4,002  oder  0,029.  Die  außerordentliche  Stabilität 
der  Heliumkerne  wird  verständlich,  wenn  wir  nun  etwa  das  Massen- 
äquivalent der  kinetischen  Energie  eines  sehr  raschen  «-Teilchens  be- 
rechnen (das  ja  selbst  einen  Heliumkern  darstellt).  «-Teilchen,  die  von 
Ea-C  ausgesandt  werden,  haben  die  hohe  Geschwindigkeit  von  c/15  und 
in  Atomgewichtseinheiten  die  Masse  4.  Das  Massenäquivalent  der  kine- 
tischen Energie  eines  solchen  «-Teilchens  ist  also  in  Atomgewichtsein- 
heiten 2/(1 5)2  oder  0,009;  es  beträgt  also  nur  ein  Drittel  des  Massen- 
defektes des  «-Teilchens  selbst.  Dadurch  erklärt  es  sich  eben,  daß  bei 
der  künstlichen  Zerlegung  der  Stickstoffkerne  (§  96)  die  zusammen- 
stoßenden «-Teilchen  selbst  der  Zertrümmerung  entgehen. 
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Ebenso  wie  der  Begriff  des  Vektors  läßt  sich  auch  der  des  Ten- 
sors (§  28)  aus  dem  Drei-  in  das  Vierdimensionale  übertragen.  In 
einer  Mannigfaltigkeit  von  beliebiger  Dimensionszahl  hat  ein  Tensor  im 
allgemeinen  soviel  Komponenten,  als  die  Zahl  der  möglichen  zweifachen 
Koordinatenkombinationen  beträgt;  in  einer  rc-dimensionalen  Mannigfaltig- 
keit ist  daher  die  Zahl  der  Komponenten  gleich  rc2,  und  ein  „Welt- 
tensor"  hat  somit  sechzehn  Komponenten  nach  folgendem  Schema: 

<  t      t      t      t  , 

xx  xy  xz  xl 
t         t        t         t  7 

r\\  I  yy     yz  yi 

|    t      t      t      t  . 

zx       zy       zz  zl 

^   ^ix    hy    hz    hi  ' 
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Die  16  Größen,  die  in  diesem  Schema  vereinigt  sind,  bilden  dann  die 
Komponenten  eines  Tensors,  wenn  sie  sich  bei  Koordinaten  transforma- 
tionen  so  transformieren  wie  die  Produkte  von  Vektorkomponenten,  und 
daraus  folgt  umgekehrt,  daß  man  (wie  später  in  §  134  allgemeiner  exakt 
bewiesen  werden  wird)  die  Komponenten  eines  Tensors  erhält,  wenn  man 
die  Komponenten  zweier  Vektoren  paarweise  miteinander  multipliziert. 
Natürlich  kann  man  auch  aus  jedem  Vektor  einen  Tensor  derart  ab- 
leiten, daß  man  alle  seine  Komponenten  paarweise  untereinander  multi- 
pliziert. 

Mittels  dieser  Methode  wollen  wir  einen  Tensor  aus  dem  Vektor 
ableiten,  dessen  Komponenten  „die  vierdimensionalen  Richtungs- 
kosinus eines  Weltlinienelementes  darstellen.  Dieser  Vektor  hat 
also  die  Komponenten 

dx         dy         d%  dl 
^  '  ds  '        ds  '        ds  '  ds 

Da,  ds  gleich  ist  ic  dr  (nach  Gl.  16  des  §  128),  so  ist  dieser  Vektor 
nichts  anderes  als  die  noch  mit  —  ijc  multiplizierte  Minkowski- 
Geschwindigkeit.  Ist  t>  die  räumliche  Geschwindigkeit,  so  sind  also 
(nach  Gl.  8  und  9  des  §  129)  die  vier  Vektorkomponenten 


(3) 


Der  Tensor,  der  sich  ergibt,  wenn  man  die  vier  Komponenten  dieses 
Vektors  paarweise  untereinander  multipliziert,  hat  also  die  Komponenten 


(4) 


*XX  c2  _  v1 


_  tevx 

Vxl    ~         „2  _  „2   '  Vll 


C' —  V  10         C'  —  V 

und  analoge  Ausdrücke  gelten  für  die  anderen  Komponenten.  Zugleich 
bemerken  wir,  daß  die  Komponenten  dieses  Tensors  ihren  Wert  nicht 
ändern,  wenn  die  beiden  Indizes  vertauscht  werden;  es  ist 

(5)  im„  — 1„-     t.  =  t.  usw. 

\  /  xy         yx  '         xl  Ix 

Einen  derartigen  Tensor  nennt  man  symmetrisch.  Ein  symmetrischer 
Welttensor  ist  also,  obwohl  er  16  Komponenten  hat,  doch  bereits  durch 
zehn  Größen  bestimmt. 

Andererseits  wollen  wir  an  Stelle  der  bisher  betrachteten  Masse 
die  Massendichte  einführen.  Dichte  ist  Quotient  aus  Masse  und  Vo- 
lumen; dabei  müssen  wir  aber  beachten,  daß  das  Volumen  V  durch  eine 
LoRENTZ-Transformation  geändert  wird.  Denn  da  durch  eine  solche  in  der 
Bewegungsrichtung  die  Lineardimensionen  im  Verhältnis  1 :  ]/l  —  u2/c2 
verkleinert  werden, -während  in  der  y-  und  z-Richtung  keine  Kontraktion 
eintritt,  so  ist  zwar  nicht  V  selbst,  wohl  aber 
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v 

(6)  '      =  invariant, 

nämlich  von  dem  Bezugssystem  unabhängig.  Dividieren  wir  die  ebenfalls 
vom  Bezugssystem  unabhängige  Eigenmasse  \i  durch  diese  Invariante, 
so  müssen  wir  somit  wiederum  einen  Skalar  erhalten,  der  mit  q0  be- 
zeichnet werde.    Es  ist  also 

•  <>o-f j/i-:;-  ry-^.  -  rV* 

Andererseits  ist  nun,  wenn  die  Impulsmasse  mit  m  bezeichnet  wird,  nach 
Gl.  16  des  §  129   

(8)  ^mj/l--^. 

Da  der  Quotient  m  \  V  die  Massendichte  q  darstellt,  ist  also 

(9)  Qo  =  Q~-~jr~' 

Multiplizieren  wir  demnach  die  Komponenten  des  Tensors  t  noch  mit 
der  Invariante  q0,  so  erhalten  wir  für  die  Komponenten  des  derart  ge- 
bildeten neuen  Tensors,  der  T  genannt  werde,  nach  Gl.  4  die  Werte 


(10) 


Txx  —  Q  ~§T  1  Txy  —  Tyx  —  Q  ~ 
rp    rp      ^  Q  Vx  rp   

x®i  ~  ±ix  ~         n     '  an  —  "  ' 


und  analoge  Ausdrücke  erhalten  wir  für  die  übrigen  Komponenten. 

Die  rein  zeitliche  Komponente  dieses  Tensors  stellt  also  nichts 
anderes  als  die  Dichte  der  Materie  dar;  wir  wollen  darum  im  folgen- 
den diesen  Tensor  kurz  den  Materietensor  nennen.  Aber  auch  die 
räumlich-zeitlichen  Komponenten  (TxV  Tyli  Tzl)  haben  eine  einfache  Be- 
deutung. Ist  die  Geschwindigkeit  klein  gegenüber  der  Lichtgeschwindig- 
keit, so  stellen  nämlich  diese  Komponenten  nichts  anderes  dar  als  die 
noch  mit  —  ijc  multiplizierte  Dichte  der  Bewegungsgröße  oder  Impuls- 
dichte.  Die  rein  räumlichen  Komponenten  werden,  wenn  die  mecha- 
nische Geschwindigkeit  klein  ist  gegenüber  der  Lichtgeschwindigkeit, 
klein  von  der  zweiten  Ordnung,  und  es  wird  daher  dann  die  für  eine 
spätere  Betrachtung  wichtige  Summe  der  vier  Komponenten  mit  gleichen 
Indizes 

(11)  Txx+Tyy  +  Tzl+Tu^e. 

Sind  die  Größen  vx,  v  ,  vz  klein  gegen  c,  so  wird  nach  den  Formeln  (2) 
und  (3) 

/10N  dx       dy       d%  .  dl        dl  1 

<12)  TT'   TT'    TT    kleln  ^m    TT'  TT-1' 
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Da  aber  wiederum  /  =  ict  ist,  kann,  falls  dljds  gleich  1  gesetzt  werden 
darf,  endlich  auch  gesetzt  werden 

,jq\  d2  x  1  d*x 

Auch  diese  Formel  ist  für  eine  spätere  Betrachtung  wichtig. 


§  132.   Viererstrom  und  elektromagnetischer  Feldtensor. 

Indem  wir  von  der  relativistischen  Mechanik  zu  der  relativistischen 
Elektrodynamik  übergehen,  müssen  wir  mit  den  Begriffen  der  Elek- 
trizitätsmenge, der  Ladungsdichte  und  der  Stromdichte  beginnen.  Da  die 
elektrische  Ladung  eine  Größe  ist,  die  mit  dem  Bewegungszustand 
gar  nichts  zu  tun  hat,  so  können  wir  wohl  annehmen,  daß  die  Elek- 
trizitätsmenge durch  eine  LoitENTZ-Transformation  nicht  geändert  wird. 
Die  Ladungsdichte,  die  in  üblicher  Weise  mit  q  bezeichnet  werde 
(obwohl  in  §  131  die  Massendichte  auch  so  bezeichnet  wurde),  ist  der 
Quotient  aus  Elektrizitätsmenge  und  Volumen;  nach  Gl.  6  des  §  131 
muß  daher 

(1)  q  j/l  —      =  invariant 
sein. 

Multiplizieren  wir  mit  dieser  Invariante  die  vier  Komponenten  der 
Minkowski- Geschwindigkeit,  so  müssen  also  die  so  erhaltenen  Pro- 
dukte wiederum  die  Komponenten  eines  Weltvektors  darstellen.  Nun 
sind  nach  Gl.  8  und  9  des  §129  die  vier  Komponenten  der  Meskowski- 
Geschwindigkeit 

Vx  Vy  Vz  iO 

iA~-T  lA7?'  iA~-T  iA"-I 

Indem  wir  diese  Ausdrücke  mit  der  Invariante  der  Gl.  1  und  überdies 
zur  Vereinfachung  späterer  Eechnungen  mit  4tt/c  multiplizieren,  er- 
halten wir  also  die  vier  Komponenten  eines  Weltvektors,  der  mit  s  be- 
zeichnet werde;  es  sind 

/nN  An  4  n  4  n  . 

(2)  -J-Qv*i      sy=~^$vyi      Sz  =  —Qvzi  s^lniQ.. 

Nun  stellt  aber  das  Produkt  aus  der  Ladungsdichte  und  der  räumlichen 
dreidimensionalen  Geschwindigkeit  nichts  anderes  dar  als  die  Dichte 
des  als  Konvektionsstrom  aufgefaßten  elektrischen  Stromes  (diese 
Auffassung  liegt  ja  der  Elektronentheorie  zugrunde;  vgl.  §  68).  Der 
Weltvektor  g  wird  darum  als  Viererstrom  bezeichnet.  Durch  Zer- 
legung in  seine  räumlichen  und  in  seine  zeitliche  Komponente 
wird  er  in  Konvektionsstrom  und  Ladung  (bezogen  auf  die  Volum - 
einheit)  gespalten.    Die  Art  dieser  Zerlegung  ist  aber  natürlich  nur 
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relativ  und  hängt  von  dem  Standpunkt  des  beschreibenden  Beobachters 
ab;  eine  absolute  und  vom  Standpunkt  des  Beobachters  unabhängige 
Bedeutung  kommt  nur  dem  Viererstrom  als  solchem  zu. 

Bevor  wir  nun  zu  der  Frage  übergehen,  welche  Gestalt  in  vier- 
dimensionaler  Darstellung  die  elektrodynamischen  Grundgleichungen  an- 
nehmen, ist  zunächst  noch  eine  kurze  Zwischenbetrachtung  über  Welt- 
tensoren notwendig.  Im  vorhergehenden  Abschnitt  wurden  bereits  sym- 
metrische Tensoren  betrachtet,  deren  Komponenten  sich  nicht  ändern, 
wenn  ihre  beiden  Indizes  vertauscht  werden.  Haben  nun  andererseits 
die  Komponenten  ^eines  Tensors  die  Eigentümlichkeit,  daß  sie  bei  einer 
Vertauschung  ihrer  Indizes  das  Vorzeichen  wechseln,  so  wird  der 
Tensor  als  schiefsymmetrisch  bezeichnet.  Für  einen  solchen  ist  also 
beispielsweise 

und  da  die  Komponenten  mit  zwei  gleichen  Indizes  sich  selbst  entgegen- 
gesetzt gleich  sein  müssen,  was  nur  im  Falle  des  Verschwindens  mög- 
lich ist,  so  ist 

(4)  t    =  t    =  t   =  t .  =  0. 

v  /  xx         yy         zz  II 

Da  von  den  16  Komponenten  eines  schiefsymmetrischen  Welttensors 
vier  verschwinden  und  die  übrigen  paarweise  gleichen  Betrag  haben,  so 
genügen  also  sechs  Größen,  um  einen  schiefsymmetrischen  Welttensor 
vollkommen  zu  bestimmen. 

Ganz  allgemein  ist  in  einer  Geometrie  von  beliebiger  Dimensions- 
zahl die  Zahl  der  Komponenten  eines  Vektors  gleich  der  Zahl  der 
Koordinatenachsen,  hingegen  die  Zahl  der  Komponenten  eines  schief- 
symmetrischen Tensors  gleich  der  Zahl  der  Koordinateneb enen.  Im 
Dreidimensionalen  sind  beide  Zahlen  gleich,  und  daher  konnte  sich  die 
oberflächliche  Ausdrucksweise  einbürgern,  die  in  der  dreidimensionalen 
Geometrie  fälschlich  die  schiefsymmetrischen  Tensoren  als  axiale  Vek- 
toren bezeichnet. 

Die  dreidimensionale  Analysis  ließ  nun  bereits  erkennen,  daß  man 
aus  jedem  Tensor  einen  Vektor  mittels  des  Zusammenhanges  ableiten 
kann,  der  in  der  Mechanik  deformierbarer  Körper  die  auf  die  Volum- 
einheit wirkende  innere  Kraft  mit  der  Spannung  verknüpft.  Wie  die 
Bewegungsgleichungen  des  deformierbaren  Körpers  (Gl.  10  des  §  36) 
zeigen,  erhält  man  ja  die  Komponenten  eines  Vektors,  wenn  man  die 
Ausdrücke  bildet 

dPx 


d  x 

— 
dy 

6  % 

+ 

dPyy 

+ 

BPy> 

d  x 

dy 

d  % 

dPzx 

+ 

dP*y 

+ 

8PZZ 

dy 

wobei  mit  P  die  Spannung  bezeichnet  ist.    Diese  Eechenoperation,  die 
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als  Bildung  der  Vektordivergenz  bezeichnet  wird1,  läßt  sich  nun 
natürlich  auch  in  das  Vierdimensionale  übertragen.  Nennen  wir  die 
Komponenten  der  aus  dem  Welttensor  t  gebildeten  Vektordivergenz  etwa 
9x1  9y  usw->  so  gelten  die  Beziehungen 

[0>  V*  -  ~dx~  +  ~W  +  ~eT  +  ~TT 

und  so  fort. 

Nach  dieser  Zwischenbemerkung  über  die  Welttensoren  gehen  wir 
nunmehr  zu  den  elektromagnetischen  Grundgleichungen  über, 
von  denen  wir  im  Sinne  des  Kelativitätsprinzipes  postulieren  müssen, 
daß  sie  unabhängig  vom  Bezugssystem  gelten  sollen.  Die  elektro- 
magnetischen Grundgleichungen  sind  in  der  Maxwell  sehen  Theorie 
zwei  vektorielle  und  zwei  skalare,  in  analytischer  Darstellung  also  ins- 
gesamt acht  (s.  Gl.  4  des  §  68).  ünter  diesen  Gleichungen  bilden  eine 
erste  Gruppe  von  vier  Gleichungen  diejenigen,  in  denen  entweder  die 
Stromdichte  oder  die  Ladungsdichte  auftritt,  im  Sinne  der  Relativitäts- 
theorie also  die  Komponenten  des  Viererstromes.  Es  sind  die  Glei- 
chungen 

div  (£  =  4  7i  q 


(6) 


(§  die  magnetische  und  (g  die  elektrische  Feldstärke). 

Wir  wollen  nun  die  Gl.  6  nach  den  Komponenten  des  Viererstroms 
auflösen,  zugleich  aber  die  zeitlichen  Differentialquotienten  ersetzen 
durch  solche  nach  der  7-Koordinate.  Denn  da  l  —  ict  ist,  so  wird,  wenn 
A  eine  ganz  beliebige  Größe  darstellt, 

^  '  "e    dt  ~~  c     dl     dt  dl  ' 

Für  die  Komponenten  des  Viererstroms  finden  wir  somit  nach  den  Gl.  2 
und  6  die  Werte 

x  ~~  d  y  dz  dl* 


(8) 


_       dB,  dHx   _  d{iEy) 

%            dx  dx  dl 

dEy  dEx                   _  d(iEz) 

z  ~         dx  d  y  dl 

_      d(iEx)  ,    d(iEy)  d(iEz) 


1  dx  d  y  d  x 

Wie  wir  aus  diesen  vom  Bezugssystem  unabhängigen  Gleichungen 
erkennen,  kann  der  Viererstrom  aufgefaßt  werden  als  Vektordiver- 


1  Die  in  üblicher  Weise  gebildete  Divergenz  eines  Vektors  (div  51)  wird  auch 

als  skalare  Divergenz  bezeichnet     ,  x  -J — ^— -  -j — sj-M  • 
&  \ dx        dy        dx  ) 
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genz  eines  schiefsymmetrischen  Tensors,  dessen  Komponenten 
die  Werte  haben 


(9) 


Dieser  schief  symmetrische  Tensor  wird  als  elektromagnetischer 
Feldtensor  bezeichnet;  seine  rein  räumlichen  Komponenten  stellen 
also  die  magnetische2,  seine  räumlich-zeitlichen  Komponenten 
hingegen  die  elektrische  Feldstärke  dar.  Die  Zerlegung  des  elektro- 
magnetischen Feldes  in  ein  elektrisches  und  in  ein  magnetisches  ist 
also  ebenso  relativ  wie  die  Unterscheidung  von  Raum  und  Zeit  und 
ebenso  vom  Standpunkte  des  beschreibenden  Beobachters  abhängig.  Wie 
so  viele  andere  Begriffe  der  klassischen  Physik  hat  auch  der  des 
Magnetismus  dur^h  die  Eelativitätstheorie  seine  absolute  Bedeu- 
tung verloren. 

Die  erste  Gruppe  der  elektromagnetischen  Grundgleichungen  läßt 
sich  also  in  die  knappe  Aussage  zusammenfassen,  daß  der  Viererstrom 
die  Vektordivergenz  des  elektromagnetischen  Feldtensors  darstelle.  Aber 
auch  die  zweite  Gruppe  der  Grundgleichungen  findet  in  vierdimensionaler 
Darstellung  einen  einfachen  Ausdruck.  Wir  brauchen  hierzu  nur  den 
Begriff  der  Rotation  aus  dem  Drei-  in  das  Vierdimensionale  zu  über- 
tragen. 

Wir  wollen  unter  h,  r  drei  beliebige  unter  den  vier  Indizes  x, 
y,  z,  l  verstehen  und  auch  allgemein  die  Koordinaten  durch  x  mit  einem 
Index  bezeichnen;  es'  bedeute  also  xh  die  x-  oder  y-  oder  z-  oder  7- 
Koordinate,  je  nachdem  ob  der  Index  h  gleich  ist  x  oder  y  oder  z  oder  1. 
Wir  können  dann  von  einem  beliebigen  Weltvektor  51  1 6  Größen  nach 
dem  Schema  ableiten 

K    J  hk       d  xh  dxk 

Von  diesen  Größen  sind  vier  gleich  null  (wenn  h  =  k  ist),  die  anderen 
zwölf  sind  paarweise  entgegengesetzt  gleich.  Die  Größen  Bhlt  stellen  nun 
(wie  hier  nicht  exakter  bewiesen  zu  werden  braucht)  die  Komponenten 
eines  schiefsymmetrischen  Tensors  dar,  der  als  die  Rotation  des  Welt- 
vektors  bezeichnet  wird.3  Man  erkennt  auch  leicht,  daß  die  drei- 
dimensionale Rotation  nach  ganz  derselben  Gleichung  gebildet  wird,  nur 


2  Die  Vorzeichen  kann  man  sich  folgendermaßen  merken.  Sind  k,  k,  r  drei 
beliebige  unter  den  drei  Indizes  x,  y,  %,  so  gilt  die  Kegel:  die  A-Ä-Komponente 
des  Feldtensors  ist  mit  positivem  Vorzeichen  gleich  Er,  woferne  die  Aufeinander- 
folge h,  kf  r  aus  der  Aufeinanderfolge  x,  y,  %  durch  zyklische  Vertauschung 
hervorgeht. 

3  Mit  Rücksicht  auf  die  Komponentenzahl  auch  als  „Sechser-Rotation". 
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daß  eben  im  Dreidimensionalen  traditionell  in  oberflächlicher  Weise  von 
einer  ^-Komponente  eines  axialen  Vektors,  statt  von  der  y-z-Komponente 
eines  schiefsymmetrischen  Tensors  gesprochen  wird.  Aus  Gl.  10  folgt 
nun  durch  partielle  Differentiation 

8Bhk        d*Ak  d*Ah 


(11) 


B  xr 


82A,C 
dxhdxr 


8  xk  8  xr 

Indem  wir  die  drei  Indizes  h,  k,  r  zyklisch  vertauschen,  bilden  wir  die 
zwei  analogen  Gleichungen 


(12) 


8Bkr 

_  8*Ar 

ö2A 

dxh 

Bxk8xh 

8  xr  8  xh  ' 

BBrh 

=  d*A* 

d*Ar 

dxk 

dxrdxk 

8  xh  8  xk 

Wir  addieren  nun  die  Gl.  11  und  12  und  finden  so 
(13) 


BBhk       BB^      dBr*  =  Q 
6  xh  . 


dxr  dxh 

Diese  Beziehung  charakterisiert  jeden  Tensor,  der  seinerseits  durch 
Rotationsbildung  aus  einem  Vektor  hervorgeht.4 

Nach  dieser  tensoranalytischen  Vorbemerkung  gehen  wir  nunmehr 
zu  der  zweiten  Gruppe  der  elektromagnetischen  Grundgleichungen  über, 
nämlich  zu  den  Gleichungen,  die  den  Viererstrom  nicht  enthalten.  Sie 
lauten 

l  ö$ 


(14) 


rot  (g  =  - 
div£  =  0. 


dt 


Ersetzen  wir  wiederum  nach  Gl.  7  den  zeitlichen  Differentialquotienten 
durch  einen  nach  der  /-Koordinate,  so  erhalten  wir  das  Gleichungs- 
quadrupel 


(15) 


8EZ 
By 
BEX 
8  % 

d  x 
BHX 

B  x 


BEy 
B  % 
BEZ 
B  x 
BEX 
By 
BEy 
B  y 


+ 

+ 

+ 


B(iHx) 
81 

8  (iHv) 
81 

8  {im 

Bl 
BEZ 
B  % 


=  0, 
=  0, 

=  o, 

=  0  . 


Multiplizieren  wir  die  ersten  drei  dieser  Gleichungen  mit  i  und  ersetzen 
wir  die  Komponenten  der  elektrischen  und.  der  magnetischen  Feldstärke 
nach  Gl.  9  durch  die  Komponenten  des  elektromagnetischen  Feldtensors, 


4  Diese  Beziehung  stellt  die  Verallgemeinerung  der  dreidimensionalen  Glei- 
chung dar 

div  rot  31  =  0 

(Gl.  6  des  §  35). 
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der  mit  F  bezeichnet  werde,  so  nehmen  die  Gl.  15  (wenn  je  zwei  Glieder 
umgestellt  werden)  die  Gestalt  an 5 


(16) 


dFt. 
dy 

+ 

dF.y 

dl 

BFyl 
d  % 

=  o, 

dFlx 

+ 

dFxz 

+ 

dFzl 

=  0, 

d  % 

dl 

d  x 

dFly 

+ 

dFym 

dFxl 

=  0, 

dx 

dl 

dy 

BFvm 
d  x 

+ 

.dFzx 
dy 

+ 

dFxy 
d  % 

=  0  . 

Alle  diese  Gleichungen  sind  aber  identisch  mit  den  Gl.  13.  Der  elek- 
tromagnetische Feldtensor  muß  also  ebenso  die  Eotation  eines  Welt- 
vektors darstellen,  wie  die  magnetische  Feldstärke  durch  Eotationsbildung 
aus  dem  Maxwell  sehen  Vektorpotential  herleitbar  ist  (Gl.  9  des  §  42). 
Dieser  Weltvektor,  der  ebenfalls  eine  unbestimmte  Konstante  enthält,  auf 
den  aber  hier  nicht  näher  eingegangen  zu  werden  braucht,  wird  als  das 
Viererpotential  des  elektromagnetischen  Feldes  bezeichnet.6 

In  vierdimensionaler  Darstellung  lassen  sich  also  die  Maxwell  sehen 
Gleichungen  in  die  überaus  einfache  Aussage  zusammenfassen,  daß  der 
Viererstrom  die  Vektordivergenz  des  elektromagnetischen 
Feldtensors  ist,  der  seinerseits  die  Rotation  eines  Weltvektors 
darstellt. 

5  Bei  der  Rechnung  ist  zu  beachten,  daß  i.i  =  —  1  ist. 

6  Aus  den  Maxwell  sehen  Gleichungen  findet  man  in  der  Tat  durch  eine  ein- 
fache Rechnung,  daß  die  x-,  y-  und  ^-Komponenten  des  Viererpotentials  identisch 
sind  mit  den  Komponenten  des  Maxwell  sehen  Vektorpotentials.  Die  Z-Komponente 
ist  gleich  dem  mit  i  multiplizierten  sogenannten  Feldpotential,  das  schon  in 
der  klassischen  Elektrodynamik  von  Loeentz  eingeführt  worden  war.  Zu  dem 
Begriff  des  Feldpotentials  gelangte  Lorentz  durch  folgende  einfache  Überlegung. 
Bezeichnen  wir  das  Maxwell  sehe  Vektorpotential  mit  23,  so  ist  ja 

£  =  rot  33 

und  da  die  Reihenfolge  der  Operationen  der  Rotationsbildung  und  der  partiellen 
Differentiation  vertauscht  werden  kann, 

Andererseits  kann  aber  wieder  (nach  Gl.  5  des  §  35)  jeder  Vektor,  dessen  Rotation 
verschwindet,  aufgefaßt  werden  als  Gradient  einer  skalaren  Funktion  der  Koordi- 
naten.   Es  kann  also  gesetzt  werden 

«-      1  d% 

T  ~di  =  ~  g      9  ' 

und  <jd  stellt  dann  das  Loeentz  sehe  Feldpotential  dar. 


XVI.  Kapitel. 

Theorie  der  Gravitation. 


§  133.   Das  Gravitationsgesetz  als  Verallgemein erung  des 
Beharrungsgesetzes. 

Durch  das  von  Einstein  im  Jahre  1905  aufgestellte  Relativitäts- 
prinzip  hat  der  Begriff  der  absoluten  Euhe  für  die  Physik  jede  Bedeu- 
tung verloren.  Aber  trotzdem  war  durch  dieses  Prinzip  der  Begriff  der 
absoluten  Bewegung  noch  keineswegs  völlig  beseitigt  worden.  Denn  die 
Gleichwertigkeit  zweier  gegeneinander  bewegter  Systeme  bleibt  zunächst 
doch  auf  den  Speziallall  einer  gleichförmigen  Translation  be- 
schränkt. Wenn  es  auch  nach  dem  Relativitätsprinzip  kein  einzeln  be- 
vorzugtes Bezugssystem  geben  kann,  so  bleibt  doch  noch  eine  Mannig- 
faltigkeit ausgezeichneter  Koordinatensysteme  übrig,  die  alle  gegeneinander 
gleichförmig  bewegt  sind.  Es  sind  die  schon  in  der  Mechanik  (§  23) 
besprochenen  fundamentalen  Bezugssysteme  oder,  wie  man  sie  auch 
nennt,  die  Inertialsysteme;  denn  nur  in  bezug  auf  solche  Systeme 
erscheint  die  Bewegung  eines  Körpers  gleichförmig,  der  allein  dem  Ein- 
flüsse seiner  Trägheit,  seiner  „inertia"  unterliegt.  Ein  Beobachter  hin- 
gegen, der  den  Vorgang  auf  ein  anderes  System  bezieht,  wird  das  Vor- 
handensein sogenannter  Trägheitskräfte  feststellen  müssen,  für  die  die 
Zentrifugalkraft  und  die  CoRiOLis-Kraft  (§  22)  Beispiele  darstellen. 
Der  Ruck,  den  man  in  einem  Eisenbahnzuge  bei  einem  plötzlichen 
Bremsen  oder  bei  dem  Durchfahren  einer  scharfen  Kurve  empfindet,  ist 
ebenso  die  Wirkung  solcher  Trägheitskräfte  wie  das  Phänomen  des 
Fotjc AULTSchen  Pendelversuches  oder  die  Abplattung  der 
Erde. 

So  fühlen  wir  uns  zu  der  Annahme  verleitet,  daß  es  zwar  keine 
absoluten  Geschwindigkeiten  gebe,  wohl  aber  absolute  Beschleu- 
nigungen und  Rotationen.  Eine  solche  Annahme  würde  letzten 
Endes  ja  aber  doch  eine  Rückkehr  zu  den  durch  das  Relativitätsprinzip 
überwundenen  Vorurteilen  bedeuten,  zu  den  Newton  sehen  Thesen  eines 
absoluten  Raumes  und  einer  absoluten  Zeit.  Es  ist  begreiflich,  daß  mit 
einer  solchen  nur  partiellen  und  in  sich  widerspruchsvollen  Relativität 
sich  die  theoretischen  Physiker  auf  die  Dauer  nicht  zufrieden  geben 
konnten,   und  am  allerwenigsten  der  Schöpfer  der  Relativitätstheorie 
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selbst.  Eine  genial  einfache  Überlegung  -brachte  Einstein  auf  den 
richtigen  Weg,  auf  dem  er  freilich  noch  ungeheuere  Schwierigkeiten 
überwinden  mußte,  um  zu  dem  Ziele  selbst  zu  gelangen. 

Um  Einsteins  Grundgedanken  zu  verstehen,  denken  wir  uns  ein 
räumliches  Inertialsystem  {x,  y,  z)  und  einen  in  bezug  auf  dieses 
ruhenden  Beobachter  A,  der  mittels  dieses  Systems  die  von  ihm  wahr- 
genommenen physikalischen  Vorgänge  beschreibe.  Ein  Massenpunkt  M, 
der  sich  etwa  in  der  z-Richtung  nur  unter  dem  Einflusse  seines  Be- 
harrungsvermögens bewege,  wird  sich  dann  für  den  Beobachter  A 
gleichförmig  geradlinig  bewegen;  und  dasselbe  gilt  überhaupt  für 
jeden  Körper,  der  irgendeine  Geschwindigkeit  in  irgendeiner  Richtung 
hat,  jedoch  keinen  äußeren  Kräften  unterliegt. 

Wir  denken  uns  nun  ein  zweites  räumliches  Koordinatensystem 
{x,  y',  z')  derart,  daß  die  beiden  z- Achsen  zusammenfallen  mögen  und 
die  beiden  x-  und  die  beiden  y-Achsen  untereinander  stets  parallel 
seien;  doch  soll  sich  der  Ursprung  des  zweiten  Systems  von  dem  des 
ersten  in  der  gemeinsamen  z- Achse  in  positiver  Eichtung  mit  der  kon- 
stanten Beschleunigung  y  fort be wegen.  Auf  dieses  zweite  System 
beziehe  ein  zweiter  Beobachter  B  die  von  ihm  wahrgenommenen  Vor- 
gänge, darunter  auch  die  Bewegung  des  vorhin  erwähnten,  von  ihm 
ebenfalls  beobachteten  Massenpunktes  M.  Dessen  Bewegung  wird  dem 
Beobachter  B  natürlich  gleichförmig  beschleunigt  erscheinen,  be- 
schleunigt im  Betrage  y  entgegengesetzt  der  positiven  z-Richtung. 
Wir  denken  uns  nun  verschiedene  Körper  von  verschiedener  Masse  und 
verschiedener  chemischer  Beschaffenheit,  etwa  einen  aus  Blei  und  einen 
aus  Stein  und  einen  aus  Kork  und  so  fort;  sie  mögen  sich  in  irgend- 
welchen Richtungen  mit  irgendwelchen  Geschwindigkeiten  bewegen,  je- 
doch nur  unter  dem  Einflusse  der  eigenen  Trägheit.  Für  den  Beob- 
achter B  werden  dann  natürlich  alle  diese  Körper  die  gleiche,  von 
der  Masse  und  der  chemischen  Beschaffenheit  unabhängige 
Beschleunigung  (—  y)  aufweisen;  und  diese  Tatsache  wird  nun  der 
Beobachter  B,  wenn  er  gar  nichts  von  dem  Beobachter  A  und  seiner 
eigenen  Beschleunigung  gegen  jenen  weiß,  offenbar  so  deuten,  daß  er 
ein  homogenes  Schwerefeld  annehmen  wird,  in  dem  er  sich  befinde. 
Denn  für  ein  solches  ist  es  ja,  wie  die  Physiker  seit  Galilei  wissen, 
charakteristisch,  daß  alle  in  ihm  befindlichen  Körper  dieselbe,  von  allen 
ihren  Eigenschaften  unabhängige  Beschleunigung  erfahren. 

Für  die  Beschreibung  der  physikalischen  Vorgänge,  die  sich  in  der 
Umgebung  der  beiden  Beobachter  abspielen,  ist  es  also  ganz  gleich- 
gültig, ob  man  sich  auf  den  Standpunkt  des  Beobachters  A  stellt,  der 
die  Vorgänge  auf  sein  Koordinatensystem  bezieht,  oder  aber  auf  den 
Standpunkt  des  Beobachters  B}  der  sich  des  anderen  Koordinatensystems 
bedient  und  überdies  ein  homogenes  Schwerefeld  annimmt.  Die  physi- 
kalischen Vorgänge  bieten  keine  Möglichkeit,  eine  Entscheidung  zwischen 
den  beiden  Auffassungen  zu  treffen,  die  danach  als  gleichberechtigt  an- 
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gesehen  werden  müssen1;  und  diese  Erkenntnis,  die  man  als  das  Ein- 
STEiNSche  Äquivalenzprinzip  zu  bezeichnen  pflegt,  läßt  uns  bereits 
vermuten,  daß  mit  dem  Problem  der  allgemeinen  Relativität  offenbar 
auf  das  engste  das  Problem  der  Gravitation  verknüpft  sein  muß. 

Durch  das  Äquivalenzprinzip  auf  den  richtigen  Weg  geleitet,  ver- 
mögen wir  den  Grundgedanken  der  allgemeinen  Relativitätstheorie  zu 
ahnen,  daß,  wie  die  Gravitationskräfte,  so  auch  die  Trägheitskräfte 
überhaupt,  die  für  das  Verhalten  eines  bewegten  Körpers  an  einer  be- 
stimmten Raumstelle  zu  einer  bestimmten  Zeit  charakteristisch  sind, 
nicht  eine  Folge  absoluter  Beschleunigungen  sind,  sondern  bestimmt 
sind  durch  die  räumlich-zeitliche  Verteilung  der  Materie  in 
der  Welt.  Umgekehrt  aber  eröffnet  sich ^ dadurch  auch  wieder  die 
Möglichkeit  einer  Auffassung,  die  in  dem  Gravitationsgesetz  nichts 
anderes  erblickt  als  die  durch  ein  wahrhaft  allgemeines  Rela- 
tivitätsprinzip geforderte  Verallgemeinerung  des  Galilei- 
schen  Beharrungsgesetzes. 

Wie  wäre  nun  eine  Verallgemeinerung  dieses  Gesetzes  möglich? 
Es  lehrt,  daß  sich  ein  jeder  Körper,  auf  den  keine  äußeren  Kräfte 
wirken,  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Bahn  bewege,  daß 
also  nicht  nur  die  Bahn  geradlinig  sei,  sondern  auch  die  drei  räum- 
lichen Koordinaten  lineare  Funktionen  der  Zeit  seien.  Aus  dem  Drei- 
dimensionalen in  das  Vierdimensionale  übersetzt,  sagt  also  das  Be- 
harrungsprinzip aus,  daß  die  Weltlinie,  die  eine  kräftefreie  Be- 
wegung beschreibt,  eine  Gerade  sein  müsse.  Ist  nun  diese  Aussage 
noch  einer  Verallgemeinerung  fähig?  In  der  Tat  gelingt  eine  solche 
durch  eine  Verallgemeinerung  der  geometrischen  Grundlagen 
der  Physik. 

Um  dies  zu  verstehen,  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  zunächst 
an  zweidimensionale  Geometrie  denken.  Wann  eine  in  einer  Zeichen- 
ebene gezogene  Linie  als  Gerade  anzusehen  sei,  kann  wohl  kaum  frag- 
lich erscheinen.  Nun  ist  aber  eine  zweidimensionale  Geometrie 
ebensowohl  wie  in  einer  Ebene  auch  in  einer  Kugel  fläche,  ja  über- 
haupt in  jeder  beliebig  gekrümmten  Fläche  möglich;  und  die 
Frage,  wann  eine  in  einer  solchen  Fläche  gezogene  Linie  als  gerade 
anzusehen  sei,  ist  schon  schwieriger  zu  beantworten.  Wir  betrachten 
etwa  auf  einem  Globus  zwei  Punkte,  die  auf  demselben  Parallelkreis 
liegen,  aber  wesentlich  verschiedene  geographische  Länge  haben  mögen. 


1  Besonders  anschaulich  ist  das  von  Einstein  selbst  gebrachte  Beispiel  des  in 
einen  großen  Kasten  irgendwo  im  Weltenraum  eingeschlossenen  Physikers.  Der 
Kasten  sei  an  einem  Seil  befestigt,  das  über  eine  Rolle  führe  und  das  mit  kon- 
stanter Beschleunigung  herabgezogen  werde.  Der  in  dem  Kasten  eingeschlossene 
Physiker,  der  nichts  von  der  Welt  außerhalb  des  Kastens,  nichts  von  der  Eolle 
und  nichts  von  dem  Seil  weiß,  wird  natürlich  ein  Schwerefeld  feststellen  (das  sich, 
wenn  wir  uns  den  Kasten  auf  der  Erde  statt  im  Weltenraum  denken,  über  das 
irdische  Schwerefeld  noch  überlagert). 
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Da  wir  zweidimensionale  Geometrie  betreiben,  können  wir  natürlich  aus 
der  Globustiäche  nicht  heraus.  Was  ist  aber  dann  die  in  der  Globus- 
fläche gezogene  Gerade,  die  die  beiden  Orte  verbindet?  Ist  es  das 
Stück  des  Parallelkreises  zwischen  ihnen?  Damit  die  Frage  überhaupt 
einen  Sinn  habe,  muß  offenbar  erst  der  vage  Begriff  der  „Geraden" 
durch  einen  allgemeineren,  wohl  definierten  ersetzt  werden;  und  dieser, 
der  Geometrie  schon  längst  bekannt,  ist  der  der  geodätischen  Linie, 
die  definiert  ist  als  die  kürzeste  Verbindungslinie  zwischen 
zwei  Punkten  in  der  Fläche.  Auf  Grund  dieser  Definition  erkennt 
man  (was  nur  als  Beispiel  angeführt  sei)  durch  eine  geometrische  Unter- 
suchung, daß  das  Stück  des  Parallelkreises  zwischen  den  beiden  vorhin 
betrachteten  Punkten  keineswegs  eine  geodätische  Linie  darstellt,  daß 
man  eine  solche  vielmehr  erhält,  wenn  man  durch  einen  der  beiden 
Punkte  einen  größten  Kugelkreis  legt,  der  zugleich  durch  den  zweiten 
Punkt  hindurchgeht.2 

Nun  können  wir  uns  wohl  eine  gekrümmte  Fläche  anschaulich  vor- 
stellen, also  eine  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  in  eine  drei- 
dimensionale „eingebettet"  ist;  dagegen  können  wir  uns- nicht  einen  ge- 
krümmten Raum  vorstellen,  der  ja  an  sich  schon  dreidimensional  ist. 
Aber  das-  Fehlen  einer  menschlichen  Vorstellungsmöglichkeit  bietet  kein 
Hindernis  für  eine  abstrakt  mathematische  Behandlung.  Nachdem  zu- 
erst Gauss  im  Jahre  1827  eine  allgemeine  Flächentheorie  ent- 
wickelt hatte,  zeigte  dann  im  Jahre  1854  der  große  Mathematiker 
Riemann,  wie  auch  unsere  übliche  dreidimensionale  räumliche 
Geometrie  aufgefaßt  werden  kann  als  Spezialfall  einer  allgemeineren 
dreidimensionalen  Geometrie,  für  die  also  der  Raum  ebenso  „gekrümmt" 
ist  wie  in  einer  zweidimensionalen  Geometrie  die  Fläche;  und  was  für 
die  dreidimensionale  Geometrie  gilt,  das  gilt  ebenso,  wie  auch  schon 
Riemann  wußte,  für  jede  Geometrie  von  beliebiger  Dimensionszahl; 
es  muß  also  auch  gelten  für  die  als  Minkowski- Welt  bezeichnete 
vierdimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  Raum  und  Zeit  miteinander  ver- 
knüpft. Auch  diese  haben  wir  uns,  wenn  wir  ihrer  mathematischen 
Behandlung  statt  einer  speziellen  eine  allgemeine  Geometrie  zu- 
grundelegen, als  gekrümmt  zu  denken,  wobei  natürlich  der  Grad 
der  Krümmung  von  Stelle  zu  Stelle  in  stetiger  Weise  verschieden 
sein  kann. 

Einsteins  genialer  Gedanke  ist  es  nun,  daß  die  Krümmung  der 
Minkowski- Welt  in  einem  Zusammenhang  stehe  mit  der  räumlich-zeit- 
lichen Materie  Verteilung.  Einsteins  verallgemeinertes  Beharrungs- 
gesetz, das  eben  zugleich  das  neue  Gravitationsgesetz  darstellt, 
sagt  nichts  anderes  aus,  als  daß  sich  ein  jeder  Massenpunkt  stets  so 


2  Wir  verlegen  vorübergehend  den  Pol  in  den  einen  Punkt  und  wählen  nun 

aus  der  Mannigfaltigkeit  der  Meridiane  denjenigen  aus,  der  durch  den  zweiten 
Punkt  hindurchgeht. 
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bewege,   daß  seine  Weltlinie   geodätisch   sei   in  der  durch  die 
Materie  gekrümmten  Minkowski- Welt.3 

Diese  Auffassung  der  Gravitation  führt  unmittelbar  zu  einer  sehr 
bedeutungsvollen  Folgerung.  Wir  denken  uns  an  irgendeiner  Raum- 
stelle und  zu  irgendeiner  Zeit  einen  Massenpunkt  mit  irgendwelcher 
Geschwindigkeit;  doch  sei  seine  Masse  nur  eine  „Probemasse",  d.  h.  sie 
sei  so  klein,  daß  sie  das  materielle  Feld  und  also  auch  die  Krümmung 
der  Minkowski- Welt  nicht  zu  beeinflussen  vermag  (genau  so,  wie  wir  in 
der  Elektrostatik-  Probeladungen  betrachten,  die  auf  das  elektrische 
Feld  ohne  Einfluß  bleiben).  Die  Bewegung  der  Probemasse  ist  dann 
nach  dem  vorhin  gesagten  dargestellt  durch  die  geodätische  Linie,  die 
an  dem  betreffenden  Weltpunkt  in  der  Eichtung  gelegt  wird,  die  der 
gegebenen  Geschwindigkeit  entspricht.  Nun  denken  wir  uns  nochmals 
den  Probekörper  an  demselben  Orte,  ?u  derselben  Zeit  und  mit  derselben 
Geschwindigkeit;  doch  sei  diesmal  seine  Masse  etwa  nur  halb  so 
groß  wie  vorhin.  Die  Bewegung  wird  nun  durch  genau  dieselbe 
geodätische  Linie  dargestellt  wie  in  dem  ersten  Fall.  Andererseits 
ist  aber  durch  die  Weltlinie  bei  gegebenem  Bezugssystem  die  Beschleuni- 
gung vollkommen  bestimmt;  denn  sie  hängt  nur  von  dem  funktionalen 
Zusammenhang  ab,  der  in  der  Kurvengleichung  die  vier  Weltkoordinaten 
untereinander  verknüpft.  Wird  also  das  Gravitationsgesetz  als  eine 
Verallgemeinerung  des  Beharrungsgesetzes  angesehen,  so  ergibt  sich  aus 
dieser  Auffassung  als  notwendige  Folge,  daß  die  als  Gravitations- 
wirkung interpretierte  Beschleunigung  von  der  Masse  unab- 
hängig sein  muß. 

Diese  Erkenntnis  können  wir  auqh  anders  ausdrücken.  In  üblicher 
Weise  definieren  wir  als  die  träge  Masse  eines  Körpers  das  konstante 
Verhältnis,  das  zwischen  einer  beliebigen,  an  dem  Körper  angreifenden 
Kraft  und  der  durch  sie  hervorgerufenen  Beschleunigung  besteht.  (Von 
der  relativistischen  Korrektion  sehen  wir  hierbei  ab  )  Wir  gelangen  so  zu 
einer  Einheitsmasse,  deren  Größe  von  den  benutzten  Einheiten  der  Kraft 
und  der  Beschleunigung  abhängt.  Andererseits  können  wir  nun  wiederum 
die  Masse  von  Körpern  derart  feststellen,  daß  wir  es  messen,  eine  wie- 
viel mal  größere  Anziehungskraft  sie  im  Gravitationsfelde  erfahren  als 
jene  Einheitsmasse.  I  de  Zahl,  die  dieses  Verhältnis  darstellt,  bestimmt 
dann  die  schwere  Masse  des  Körpers.  Wenn  nun  tatsächlich  die  Be- 
schleunigung im  Schwerefeld  von  der  trägen  Masse  unabhängig  ist,  dann 
muß  nach  dem  zweiten  Newton  sehen  Bewegungsaxiom  die  Schwerkraft 
genau  proportional  sein  der  trägen  Masse.  Es  muß  also  der  doppelten 
trägen  Masse  auch  die  doppelte  Schwerkraft  entsprechen,  also  auch  die 
doppelte  schwere  Masse  und  so  fort;  es  müssen  ganz  allgemein  schwere 
und  träge  Masse  identisch  sein. 

3  Dabei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  daß  auf  den  Massenpunkt  keine  äußeren 
Kräfte  wirken,  zu  denen  wir  wohl  elektromagnetische,  nicht  mehr  aber  nach  der 
neuen  Auffassung  sogenannte  Gravitationskräfte  zu  zählen  haben. 
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Diese  Erkenntnis  fand  einen  bestimmten  Ausdruck  ja  schon  in 
Galileis  Feststellung,  daß  alle  Körper,  von  welcher  Masse  immer,  im 
leeren  Räume  gleich  rasch  fallen.  In  der  klassischen  Mechanik  wurde 
es  als  ganz  selbstverständlich  hingenommen,  daß  die  träge  Masse  dem 
Gewicht  proportional  sei.  Auf  das  genaueste  wurde  die  Richtigkeit  dieser 
Annahme  durch  Präzisionsmessungen  von  Kötvös  (1890)  bestätigt.  Diese 
Messungen  gründeten  sich  darauf,  daß  ja  das  Gewicht  der  Körper  eine 
.Resultierende  aus  zwei  Kräften  darstellt,  aus  der  sogenannten  reinen 
Attraktion  und  aus  der  Zentrifugalkraft,  die  durch  die  Erdrotation  her- 
vorgerufen wiid.  Während  jene  Kraft  durch  die  schwere  Masse  bedingt 
ist,  hängt  diese  von  der  trägen  Masse  ab.  Die  mit  außerordentlicher 
Genauigkeit  durchgeführten  Messungen  von  Eötvös  zeigten  nun,  daß  bei 
größter  Verschiedenheit  der  Masse  und  der  chemischen  Beschaffenheit 
gleichwohl  nicht  der  mindeste  Richtungsunterschied  der  resultierenden 
Kraft  feststellbar  war.  Der  Satz  von  der  Identität  der  schweren  und 
der  trägen  Masse  erscheint  durch  diese  Messungen  völlig  sichergestellt. 
Aber  während  er  vor  Einstein  als  eine  Selbstverständlichkeit  galt,  über 
die  die  Physiker  nicht  weiter  nachdachten,  ist  erst  durch  Ecnsteins 
Theorie  der  tiefere  Grund  dieser  merkwürdigen  Gesetzmäßigkeit  offenbar 
geworden. 

Das  neue  Gravitationsgesetz  ist  aber  nun  natürlich  noch  unvoll- 
ständig, solange  wir  nicht  wissen,  nach  welcher  Beziehung  die  Krüm- 
mung der  AJ inkowski- Welt  durch  die  Materie  erfolgt.    Um  auch 
zu  der  Lösung  dieser  Frage  geführt  zu  werden, 
denken  wir  uns  in   einer  irgendwie  gekrümmten 
Fläche   ein  zweifaches  System  von  Kurven- 
scharen, die  wir  als  x-  und  als  ?/-Kurven  unter-  /^\^<^\__y=j^ 
scheiden  wollen,  wobei  jedoch  keine  .r-Kurve  eine 
andere  a:-Kurve  und  keine  ?/-Kurve   eine  andere 
7/-Kurve    schueiden    soll  (Fig.  79).     Wir    können  Fig.  79. 

uns  dann  jede  der  aufeinanderfolgenden  ^-Kurven 

mit  furtlaufenden  Zahlen  bezeichnet  denken  und  ebenso  jede  y- Kurve. 
Wir  können  uns  aber  auch  etwa  zwischen  den  Kurven  x  =  6  und 
x  =  7  noch  neun  dazwischenliegende  Kurven  gezeichnet  denken,  die 
natürlich  wiederum  einander  nicht  schneiden  sollen  und  können  dann 
diesen  Kurven  die  Zahlenwerte  6,1;  6,2;  ...  6,9  zuordnen.  Ebenso 
können  wir  auch  wiederum  zwischen  den  Kurven  x  =  6,1  und  x  =  6,2 
neun  Kurven  einschieben  und  diesen  die  Zahlenwerte  geben  6,11; 
15,12  ...  6,19.  Auf  diese  Weise  können  wir  schließlich  jedem  Punkte 
der  Fläche  zwei  Zahlenwerte,  einen  x~  und  einen  ?/-Wert,  zuordnen 
und  diese  dann  im  weiteren  Sinne  dieses  Wortes  als  die  Koordi- 
naten des  betreffenden  Punktes  ansehen;  wir  bezeichnen  sie  als  seine 
GAüssi sehen  Koordinaten.  Die  in  der  ebenen  Geometrie  benutzten 
^artesischen  Koordinatensysteme  stellen  natürlich  nur  Spezialfälle 
der  Gauss  ischen  dar. 

14* 


212 


Theorie  der  Gravitation. 


Denken  wir  uns  nun,  nachdem  wir  ein  Gauss isches  Koordinaten- 
system derart  festgelegt  haben,  in  der  Fläche  drei  benachbarte,  also  ein 
Dreieck  bildende  Punkte  gezeichnet.  In  dem  Sonderfall  der  ebenen 
Geometrie  wären  dann  durch  die  Koordinaten  der  drei  Punkte  die 
Längen  der  Dreiecksseiten,  die  Winkel  und  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
.  ecks  vollkommen  bestimmt.  In  einer  Geometrie  auf  einer  ganz  beliebig 
gekrümmten  Fläche  i>t  dies  jedoch  nicht  der  Fall.  Die  Angaben  der 
Koordinaten  reichen  dann  zur  Bestimmung  der  Längen,  der  Winkel  und 
des  Flächeninhaltes  noch  nicht  aus.  Es  müssen  überdies  noch  für  den 
betreffenden  Bereich  drei  weitere  Größen  gegeben  sein,  die  wir  etwa 
m^  Pxx>  Oxyi  9yy  bezeichnen  können;  und  wie  nun  Gauss  entdeckte, 
stellen  diese  drei  Größen  die  Komponenten  eines  Tensors  dar,  den 
man,  weil  er  erst  die  Maßverhältnisse  in  dem  Bereich  bestimmt,  den 
metrischen  Fundamentaltensor  nennt.  Er  muß  für  die  betreffende 
Stelle,  an  der  wir  uns  das  kleine  Dreieck  konstruiert  dachten,  unbedingt 
gegeben  sein,  wenn  wir  aus  den  Koordinaten  der  drei  Punkte  die 
Seiten,  die  Winkel  und  den  Inhalt  berechnen  wollen.  Er  bestimmt  erst 
eigentlich  die  Art  der  Geometrie4,  und  er  geht  darum  auch  notwendiger- 
weise in  alle  Formeln  einer  allgemeinen  Flächentheorie  ein.  Umgekehrt 
kann  der  Fundamentaltensor  auch  wiederum  durch  Ausmessungen  des 
vorhin  erwähnten  Dreiecks  ermittelt  werden,  ohne  daß  man  etwas  darüber 
zu  wissen  braucht,  wie  an  der  betreffenden  Stelle  die  Fläche  „in  den 
Raum  eingebettet"  ist. 

Eine  allgemeine  Flächengeometrie  hat  also  überhaupt  erst  dann 
einen  Sinn,  sie  ist  überhaupt  erst  dann  möglich,  wenn  für  jede  Stelle 
der  Fläche  der  Fundamentaltensor  gegeben  ist.  Was  nun  für  eine  all- 
gemeine zweidimensionale  Geometrie  gilt,  das  gilt  ebenso  für  jede  all- 
gemeine Geometrie  von  beliebiger  Dimensionszahl.  Der  Fundamental- 
tensor ist  symmetrisch  und  hat  daher  im  Zweidimensionalen  drei,  im 
Dreidimensionalen  sechs  und  im  Vierdimensionalen  zehn  Komponenten; 
im  allgemeinen  ist  er  natürlich  als  in  stetiger  Weise  von  Stelle  zu 
Stelle  verschieden  zu  denken.  Es  kann  somit  jede  geometrische  Mannig- 
faltigkeit zugleich  aufgefaßt  werden  als  das  Feld  ihres  metrischen  Funda- 
mentaltensors oder,  wie  man  kurz  sagt,  als  metrisches  Feld. 

Wie  nun  rein  mathematische  Untersuchungen  zeigen,  läßt  sich  aus 
dem  Fund  amental tensor  durch  Rechenoperationen  ein  vom  Koordinaten- 

4  Es  ist  ja  bekannt,  daß  in  einer  Geometrie  auf  einer  Kngelfläche  andere 
Sätze  gelten  als  in  der  euklidischen  Planimetrie.  So  gilt  z.  B.  in  der  Geometrie 
-  auf  einer  Kugelfläche  der  bekannte  Satz  Euklids  nicht,  demzufolge  die  Winkel- 
summe  in  einem  Dreieck  180°  beträgt.  Jn  der  Tat,  denken  wir  uns  auf  der  Erd- 
kugel ein  sphärisches  Dreieck  gebildet  von  den  nördlichen  Quadranten  der  Meri- 
diane von  0°  und  von  90°  östlicher  Länge  und  von  dem  entsprechenden  Äquator- 
quadranten, go  hat  ja  dieses  Dreieck  drei  rechte  Winkel,  also  eine  Winkelsumme 
von  270°.  —  Außer  in  der  Ebene  selbst  gelten  übrigens  die  Sätze  der  Planimetrie 
auch  auf  solchen  Flächen,  die  durch  Verbiegung  einer  ebenen  Fläche  erzeugt  werden 
können,  also  z.  B.  auf  einer  Zylinder-  oder  Kegelfläche. 
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System  völlig  unabhängiger  Skalar  ableiten,  der  als  der  RiEMANNSche 
Skalar  bezeichnet  wird;  auch  dieser  ist  im  allgemeinen  natüilich  von 
Stelle  zu  Stelle  in  stetiger  Weise  verschieden.  Innerhalb  der  geo- 
metrischen Mannigfaltigkeit  kann  man  sich  nun  irgendein  Gebiet  ab- 
gegrenzt und  den  Kiemann  sehen  Skalar  darüber  integriert  denken. 
Von  diesem  Integral  kann  man  dann  weiterhin  die  Variation  be- 
rechnen unter  der  Annahme,  daß  innerhalb  des  Gebietes  die  Kompo- 
nenten des  Fundamentaltensors  beliebig  und  voneinander  unabhängig 
variiert  werden  mögen,  jedoch  derart,  daß  an  der  Begrenzung  selbst  die 
Variationen  verschwinden  mögen.  Es  ist  ganz  ähnlich,  wie  in  der 
Mechanik  die  Bewegung  zwischen  Anfang  und  Ende  variiert  wird,  aber 
derart,  daß  für  Anfang  und  Ende  tatsächliche  und  variierte  Bewegung 
zusammenfallen.  Berechnet  man  nun  die  vorhin  erwähnte  Variation 
des  Integrals,  so  führt  die  Rechnung  zu  einem  vom  Koordinaten- 
system unabhängigen  Tensor,  der  in  unserer  Betrachtung  etwa  der 
Krümmungstensor  genannt  werde.  (Doch  sei,  um  etwaigen  Miß- 
verständnissen vorzubeugen,  nachdrücklich  daraufhingewiesen,  daß  die  Be- 
zeichnung „Krümmungstensor"  vielfach  auch  in  anderem  Sinne  gebraucht 
wird.)  Die  Deduktion  dieses  Tensors  ergibt  sich  auf  rein  mathematischem 
Wege,  ganz  unabhängig  von  aller  Physik. 

Das  EiNSTEiNsche  Gravitationsgese'tz  ergänzt  nun  die  Aus- 
sage, daß  die  Weltlinie  eines  Massenpunktes  geodätisch  sei,  durch  die 
weitere  Behauptung,  daß  an  jeder  Stelle  der  Minkowski- Welt  der  Krüm- 
mungstensor identisch  sei  mit  dem  Materietensor  (§  131),  iden- 
tisch bis  auf  einen  universellen  Proportionalitätsfaktor,  der  durch 
die  üblichen  physikalischen  Maßeinheiten  bedingt  ist. 

Da  sowohl  die  geodätische  Linie  als  auch  der  Krümmungstensor 
von  dem  benutzten  Gauss ischen  Koordinatensystem  unabhängig  ist,  so 
gilt  somit  auch  das  Einstein  sehe  Gravitationsgesetz,  mit  anderen 
Worten  also  das  verallgemeinerte  Beharrungsgesetz,  für  jedes  belie- 
bige GAUSsische  Koordinatensystem.  Solange  nun  die  Relativitäts- 
theorie in  der  MiNKOWSKi-Welt  nur  Cartesische  Koordinatensysteme  ge- 
kannt hatte,  hatte  sie  durch  Ursprungsverlegung  und  Drehung  vier- 
dimensionaler  Koordinatenkreuze  immer  nur  Ubergänge  bewerkstelligen 
können  zwischen  solchen  räumlichen  Koordinatensystemen,  die  gegen- 
einander gleichförmig  bewegt  sind;  denn  andere  als  lineare  vier- 
dimensionale  Koordinatentransformationen  standen  nicht  zur  Verfügung. 
Ganz  anders  ist  es  bei  der  Benutzung  Gauss  ischer  Koordinatensysteme. 
Was  im  Kaume  als  Ubergang  zwischen  zwei  Koordinatensystemen  er- 
scheint, die  ganz  beliebig  gegeneinander  bewegt  sind,  findet  im 
Vierdimensionalen  immer  seine  Darstellung  durch  eine  Transformation 
von  einem  zu  irgendeinem  anderen  Gauss  ischen  Koordinatensystem. 

Das  verallgemeinerte  Beharrungsgesetz  muß  also  in  der  Form  des 
Einstein  sehen  Gravitationsgesetzes  in  genau  gleicher  Weise  für  zwei 
verschiedene  räumliche  Koordinatensysteme  gelten,  wie  immer  auch  diese 
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gegeneinander  bewegt  sein  mögen.  Wohl  aber  transformieren  sich  bei 
einem  solchen  Übergänge  die  Komponenten  des  Fundamentaltensors, 
und  die  dadurch  mit  dem  Ubergange  verknüpften  Änderungen  sind  es 
eben,  die  von  der  klassischen  Mechanik  als  Trägheitskräfte  inter- 
pretiert wurden,  die  je  nach  der  Wahl  des  Bezugssystems  verschieden 
ausfallen. 

Der  einst  so  heftige  Kampf  zwischen  dem  ptolemäischen  und  dem 
copernikanischen  Weltsystem  erscheint  von  diesem  neuen  Standpunkte 
aus  als  gegenstandslos.  Durch  kein  Mittel  können  wir  es  entscheiden, 
ob  sich  die  Erde  dreht  und  der  Fixsternhimmel  ruht  oder  ob  das  um- 
gekehrte der  Fall  ist.  Denken  wir  uns  die  Erde  ruhend  und  den  Fix- 
sternhimmel rotierend,  so  müßte  die  dadurch  bedingte  Krümmung  der 
Minkowski- Welt  derartig  sein,  daß  doch  wiederum  Ausmessungen  der 
Erdoberfläche  deren  Abplattung  ergeben  müßten,  wie  tatsächlich  auf 
Grund  der  Einstein  sehen  Gravitationstheorie  Thikking  nachgewiesen 
hat.5  Copernicüs  hat  das  ptolemäische  Weltsystem  nicht  widerlegt;  er 
hat  nur  (wolür  ihm  jedoch  nicht  minder  die  Unsterblichkeit  gebührt)  ge- 
zeigt, daß  zur  Erklärung  der  Himmelserscheinungen  mit  der  ptolemäischen 
Auffassung  eine  andere  gleichwertig  ist,  die  vor  jener  aber  den  Vorzug 
einer  unvergleich  größeren  Einfachheit  besitzt. 

Ebenso  wie  das  verallgemeinerte  Beharrungsgesetz  invariant  ist 
gegenüber  beliebigen  vierdimensionalen  Koordinatentransformationen  und 
somit  die  auf  die  Komponenten  bezüglichen  Gleichungen  in  jedem  Ko- 
ordinatensystem gelten,  so  lassen  sich  nun  auch  die  Gleichungen  des 
elektromagnetischen  Feldes  (§  132)  in  eine  Form  bringen,  die  für 
jedes  Koordinatensystem  gilt.  Denn  auch  der  Zusammenhang,  der  einen 
Vektor  mit  seiner  Rotation  oder  einen  schiefsymmetrischen  Tensor  mit 
seiner  Vektordivergenz  verknüpft,  ist  etwas  vom  Koordinatensystem  völlig 
Unabhängiges;  nur  die  Gleichungen,  die  die  Komponenten  untereinander 
verknüpfen,  sind  natürlich  bei  Zugrundelegung  der  Kiemann  sehen  Geo- 
metrie komplizierter  als  in  der  euklidischen  Geometrie. 

Durch  die  neue  Theorie,  die  der  Beschreibung  der  Minkowski- 
Welt  mittels  des  Einstein  sehen  Gravitationsgesetzes  die  Riem  ann  sehe 
Geometrie  zugrundelegt,  erscheint  das  Relativitätspostulat  in  vollkom- 
mener Weise  erfüllt.  Darum  wird  diese  Theorie  (die  in  diesem  Ab- 
schnitte nur  in  ihren  Grundlagen  geschildert  wurde  und  die  erst  in  den 
nächsten  Abschnitten  exakt  besprochen  werden  soll)  als  die  allgemeine 
Relativitätstheorie  bezeichnet;  sie  wrurde  von  Einstein  im  Jahre 
1915  geschaffen.  Die  frühere  Einstein  sehe  Theorie  aber,  die  nunmehr 
nur  noch  als  Sonderfall  erscheint,  wird  seitdem  die  spezielle  Rela- 
tivitätstheorie genannt. 


5  Über  die  Wirkung  rotierender' ferner  Massen  in  der  Einstein  sehen  Gravi- 
tationstheorie ;  Physik.  Zeitschrift  19,  33  (1918). 
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§  134.    Der  metrische  Fundamentaltensor. 

Um  die  mathematischen  Grundlagen  der  Einstein  sehen  Gravitations- 
theorie in  exakter  Weise  entwickeln  zu  können,  denken  wir  uns  zunächst 
in  einer  irgendwie  gekrümmten  Fläche  zwei  benachbarte 
Punkte,  die  in  bezug  auf  ein  beliebiges  Gauss isches  Koordinatennetz  die 
Koordinaten  x,  y  bzw.  x-\-dx,  y  +  d y  haben  mögen;  der  Abstand  der 
beiden  Punkte  (gemessen  in  der  Fläche)  sei  ds.  Da  wir  einen  unend- 
lich kleinen  Bereich  der  Fläche  als  eben  ansehen  können,  denken 
wir  uns  andererseits  in  einem  kleinen,  die  beiden  erwähnten  Punkte  ent- 
haltenden FJächenbereich  ein  Cartesisches  Koordinatensystem  konstruiert; 
in  bezug  darauf  möge  der  erste  Punkt  die  Koordinaten  §  und  r\  haben, 
der  zweite  die  Koordinaten  |  +  und  i]-\-dr}.  Die  Größen  x  und  y 
können  dann  jedesfalls  als  Funktionen  der  beiden  Größen  §  und  ?/ 
angesehen  werden,  und  indem  man  die  beiden  Gleichungen,  die  diesen 
Zusammenhang  ausdrücken,  nach  |  und  q  auflöst,  ergeben  sich  zwei 
andere  Gleichungen 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 


(2) 


)       fe       dx  d  y     J  ' 

dr,  =  ^-dx+*p-dy. 

dx  ■0'"  - 


Das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  ist  im  Cartesischen 
Koordinatensystem 

(3)  d8*  =  d?  +  dn2, 


im  Gauss  ischen  System  somit  nach  Gl.  2 


ds2  == 


(4) 


d  (fr 

d  x 


+ 


djh  8^  8^ JL^Ux  dy . 
dx    öy         0  x    d  y  J  J 


2 

dy 


Verstehen  wir  unter  xh  eine  der  beiden  Koordinaten  x  oder  y,  je  nach- 
dem ob  der  Index  h  gleich  gesetzt  wird  1  oder  2,  so  können  wir  der 
Gl.  4  auch  die  Form  geben 

(5)  rf,»  =  (A  -  1,2;  k  =  1,2). 

h  k 

Hierbei  ist  nach  Gl.  4 

V  1  Jhk       dxh'  dx,  r  dxh  dxk' 

Es  ist  somit 

(7)  fhu=9uh- 
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(8) 


Indem  wir  in  den  Gl.  5 — 7  die  Indizes  /<  und  k  statt  bloß  zweier 
Werte  deren  drei  oder  vier  atinehmen  lassen  und  so  fort  und  entsprechend 
auch  zu  rpl  und  qr2  noch  (fv  y4  usw.  hinzufügen,  erhalten  wir  die  Grund- 
formeln einer  Riemanns chen  Geometrie  von  beliebiger  Dimen- 
sionszahl. Im  Zweidimensionalen  treten  vier  Größen  yhk  auf,  worunter 
zwei  gleiche,  im  Dreidimensionalen  sind  es  neun  Größen,  worunter  drei 
gleiche,  im  Vierdimensionalen  sechszehn,  worunter  vier  gleiche,  nach  dem 
Schema 

#11  #12  #13  #14' 
#21  #22  #23  #24' 
#31  #32  #33  #34  ' 
#41      #42      #43  #44' 

wobei 

#12  =#21 5       #13  =  #31  usw- 

Die  Gl.  5  stellt  die  Verallgemeinerung  des  pythagoreischen 
Lehrsatzes  in  der  RiEMANNschen  Geometrie  dar.  Man  ersieht 
aus  dieser  Gleichung  ohne  weiteres,  daß  die  Cartesischen  Koordi- 
natensysteme Spezialfälle  cor  Gauss ischen  darstellen,  indem  nämlich 
für  rechtwinklige  Cartesische  Systeme  die  Giößen  yhJc  eins  oder  null 
sind,  je  nachdem,  ob  die  beiden  Indizes  gleich  oder  verschieden  sind. 
Für  rechtwinklige  Cartesische  Systeme  ist 

1  (Ä  =  Ä), 

so  daß  in  diesem  speziellen  Falle  das  Schema  (8)  die  einfache  Form 
annimmt 

1  0  0  0, 
0  10  0, 
0  0  10, 
0    0    0  1. 


(9 


9hu 


-I 


(10) 


Wir  wollen  nun  vorübergehend  nochmals  zu  der  früher  betrachteten 
Fläche  mit  den  beiden  benachbarten  Punkten  zurückkehren.  Wir  faßten 
vorhin  ein  GAUSsisches  Koordinatensystem  ins  Auge,  auf  das  bezogen 
die  beiden  benachbarten  Punkte  die  Koordinaten  haben  sollten  x,  y, 
bzw,  x-\-dx,  y  +  dy.  Wir  denken  uns  nun  dieses  GAüssische  Koordi- 
natensystem ersetzt  durch  ein  anderes,  ebenfalls  GAUSsisches;  die  Ko- 
ordinaten der  Punkte  in  bezug  auf  dieses  neue  System  mögen  bezeichnet 
werden  mit  x,  y't  bzw.  x'  -f-  dx.  y  -+-  dy.  Da  die  neuen  Koordinaten 
aufgefaßt  werden  können  als  Funktionen  der  früheren,  so  ist  daher 

8  x' 
dy 


(11) 


dx  =  ~—  dx  -f-         d  y , 

d  x 

dtf-£Ld*+  ^-dy. 
J        ö  x  d  y  9 
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Wir  denken  uns  nun  irgeud  eine  Kraft  gegeben;  in  bezug  auf  das  ur- 
sprüngliche Koordinatensystem  habe  sie  die  Komponenten  X,  7,  in  be- 
zug auf  das  neue  die  Komponenten  X',  Y .  Dann  muß  jedesfalls  die 
Arbeit,  die  diese  Kraft  auf  dem  Wegelement  mit  den  Komponenten 
dx,  dy,  bzw.  dx,  dy  verrichtet,  von  dem  Koordinatensystem  unab- 
hängig oder,  wie  man  auch  sagt,  eine  Invariante  gegenüber  Koordi- 
natentransformationen sein.    Es  muß  also  sein 

(12)  X'  dx'  +  Tdy  =  Xdx  +  Ydy. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  für  dx  und  dy'  die  Werte  aus  den 
Gl.  11  ein,  so  finden  wir 

™  (*  £  +  +  (r  girffläi-  xdx  +  rdy. 

Soll  diese  Beziehung  allgemein  erfüllt  sein,  so  müssen  die  Gleichungen 
bestehen 


(14) 


dx  dx 
dy  dy 


Da  der  Übergang  von  dem  einen  Koordinatensystem  zu  dem  anderen 
in  keiner  Hinsicht  vor  dem  entgegengesetzten  ausgezeichnet  ist,  muß 
natürlich  auch  umgekehrt  sein 

(15)  X'  =  Xpr  +  7pL. 

x    '  dx  dx 

Gehen  wir  nun  von  dem  bisher  betrachteten  zweidimensionalen  zu 
einem  Koordinatensystem  von  beliebiger  Dimensionszahl  über,  so  können 
wir  die  Transformationsformeln  der  Gl.  11  und  15  in  allgemeinerer 
Form  auch  so  schreiben 

aß)  &'m'2i£*A 

k 

und 

k 

Auf  Grund  dieser  Gleichungen  definieren  wir  nun  eine  Größe  als 
kovarianten  Vektor,  wenn  seine  Komponenten  das  Transformations- 
gesetz erfüllen: 


äs) 


d  Xn 

k 

Hingegen  definieren  wir  eine  Größe  als  kontravarianten  Vektor, 
wenn  sich  seine  Komponenten  nach  dem  Gesetz  transformieren 

(19)  Jh'=2AkT^- 
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Es  ist  üblich  und  ist  auch  bei  den  Gl.  18  und  19  geschehen,  daß  man 
bei  kovarianten  Vektoren  den  Index  unten,  hingegen  bei  kontra- 
Varianten  Vektoren  oben  schreibt. 

Sind  Ah  die  Komponenten  eines  beliebigen  kovarianten,  Bh  die  eines 
beliebigen  kontravarianten  Vektors,  so  folgt  aus  den  Gl.  18  und  19  ohne 
weiteres 

h  k 

oder 

(20)  ^Aßh  =  Invariante. 

h 

Für  unsere  weiteren  Betrachtungen  wollen  wir  nun  im  übrigen 
eine  Vereinfachung  der  Schreibweise  einführen.  "Wir  wollen  für 
das  Folgende  (in  diesem  und  in  allen  folgenden  Abschnitten)  die  Vor- 
schrift einführen,  daß  überall  dort,  wo  in  einem  Gliede  ein  Index 
zweimal  auftritt,  über  diesen  Index  summiert  werden  soll, 
ohne  daß  erst  das  Summenzeichen  hingeschrieben  wird. 

Betrachten  wir  nun  zwei  kovariante  Vektoren  Bh  und  C?,  so  können 
wir  neue  Größen  ableiten,  indem  wir  jede  Komponente  des  einen  Vektors 
mit  jeder  des  anderen  Vektors  multiplizieren;  wir  können  also  setzen 

(21)  A,t  = 

Da  die  beiden  Summen  Bhdxh  und  Ckdxk  invariant  sind,  so  gilt  dies 
auch  von  der  Doppelsumme 

BnCudxndxic  =  AKKdxudxic- 
Nach  Gl.  17  transformieren  sich  somit  die  Größen  AhJ.  nach  der  Formel 

(22)  .  *X*  ±    8x"  6x* 


Pr         hk  dxp     d  xr' 

(Das  doppelte  Summenzeichen  ist  dabei  bereits  nach  der  eben  angegebenen 
Schreibregel  weggelassen.)  Man  definiert  nun  ganz  allgemein  jede 
Größe,  deren  Komponenten  sich  nach  der  Gl.  22  transformieren,  als 
einen  kovarianten  Tensor  zweiten  Ranges.1  Aus  Gl.  22  erkennen 
wir  ferner  auch,  daß,  wenn  auch  nicht  die  Komponenten  jedes  kovarianten 
Tensors  aufgefaßt  werden  können  als  Produkte  der  Komponenten  zweier 
Vektoren,  doch  jedesfalls  jeder  Tensor  aufgefaßt  werden  kann  als  Summe 
von  geeignet  zu  wählenden  Tensoren,  deren  Komponenten  diese  einfache 
(durch  die  Gl.  21  ausgedrückte)  Eigenschaft  zukommt. 

In  analoger  Weise  erhält  man  einen  kontravarianten  Tensor 
zweiten  Ranges,  indem  man  alle  Komponenten  eines  kontravarianten 
Vektors  mit  allen  Komponenten  einen  anderen  kontravarianten  Vektors 
multipliziert,  also  z.  B.  bildet 

(23)  A™=BllC*. 


1  Vektoren  gelten  als  Tensoren  ersten,  Skalare  als  Tensoren  nullten  Ranges. 
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Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  sich  ein  kontravarianter  Tensor  zweiten 
Ranges  nach  der  Formel  transformieren  muß  (vgl.  Gl.  19) 

(24)  .  =  Äh-*~^-  ' 

Aus  den  Gl.  22  und  24  folgt  für  [zwei  beliebige  Tensoren,  von  denen 
einer  kovariant  und  einer  kontravariant  ist,  die  Invarianz  der  Doppel- 
summe 

25)  Ahk  Bhk  =  Invariante  . 

Multipliziert  man  schließlich  alle  Komponenten  eines  kovarianten 
Vektors  mit  allen  Komponenten  eines  kontravarianten,  so  erhält  man 
die  Kom  ponenten  eines  sogenannten  gemischtenTensors  zweiten  Ranges, 
also  z.  B. 

(26)  A\  =  Bx  C\ 

Man  sagt,  daß  dieser  Tensor  hinsichtlich  des  Index  h  kovariant,  hin- 
sichtlich des  Index  k  kontravariant  sei.  Für  die  Komponenten  gilt  das 
Transformationsgesetz 

(27)  =  d«  4^-4r^  ■ 

v    f  p         h  d  xp  dxk 

Es  unterliegt  nun  keiner  Schwierigkeit,  auch  Tensoren  von  höherem 
als  zweitem  Rang  zu  bilden.  So  ergibt  sich  z.  B.  ein  kovarianter 
Tensor  dritten  Ranges,  wenn  man  sämtliche  Komponenten  eines  ko- 
varianten Tensors  zweiten  Ranges  mit  sämtlichen  Komponenten  eines 
kovarianten  Vektors  multipliziert.    Auf  den  Typus 

(28)  •■      *n,  =  *hCkJ),  V  - 

lassen  sich  alle  kovarianten  Tensoren  dritten  Ranges  zurückführen. 
Ebenso  wäre 

(29)  Ä'v  =  BCV  Er 

x/  hkp  k    Je  p 

das  Beispiel  eines  gemischten  Tensors  vierten  Ranges  usw.  Im 
Vierdimensionalen  hat  im  allgemeinen  ein  Tensor  dritten  Ranges  64, 
einer  vierten  Ranges  256,  einer  vom  Range  z  aber  4Z  Komponenten. 

Auf  Grund  der  durch  die  Gl  20  ausgedrückten  Invarianzeigenschaft 
kann  man  nun  aus  jedem  gemischten  Tensor  von  beliebigem  Range 
einen  anderen  Tensor  von  einem  um  zwei  niedrigeren  Range  ableiten, 
indem  man  einen  oberen  und  einen  unteren  Index  gleich  setzt  und  über 
diesen  Index  summiert.  Durch  diese  Operation  kann  man  z.  B.  aus  dem 
durch  die  Gl.  29  definierten  gemischten  Tensor  vierten  Ranges  einen 
Tensor  zweiten  Ranges  mittels  der  Beziehung  ableiten 

(3°)  • 

v      '  hk  hkp  , 

In  der  Tat  ist  ja,  wenn  wir  vorübergehend  die  sonst  grundsätzlich  weg- 
zulassenden Summenzeichen  schreiben,  dann 
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p  P 

Da  aber  die  Summe  D^Ep  Dach  Gl.  20  gegenüber  Koordinatentrans- 
formationen invariant  ist,  ist  tatsächlich  nach  Gl.  21  die  durch  Gl.  30 
definierte  Größe  /ih1t  ein  kovarianter  Tensor  zweiten  Ranges. 

Alan  bezeichnet  die  Rechenoperation,  durch  die  man  derart  aus 
jedem  beliebigen  Tensor2  vom  Range  z  einen  anderen  Tensor  vom  Range 
(2—2)  gewinnen  kann,  als  die  Verjüngung  eines  Tensors.  Die 
Verjüngung  eines  gemischten  Tensors  zweiten  Ranges  führt  zu  einem 
Tensor  nullten  Ranges,  also  zu  einem  Skalar. 

Kehren  wir  nach  diesem  Exkurs  über  den  allgemeinen  Tensor- 
begriff  zu  den  Gröben  ghk  zurück,  so  können  wir  nun  sogleich  einen 
wichtigen  Schluß  aus 'den  Gl.  5  und  25  ziehen.  Die  in  der  Gl.  5  auf- 
tretende Größe  d s2  ist  ja  eine  vom  Koordinatensystem  unabhängige  In- 
variante; die  Größen  dxh  und  dxk  sind  aber  nach  Gl.  16  Komponenten 
zweier  kontravarianter  Vektoren;  das  Produkt  dxh.dxk  muß  somit  eine 
Komponente  eines  kontravarianten  Tensors  zweiten  Ranges  sein.  Da 
andererseits  aber  nach  Gl.  5 

ds*  =  ghkdxhdxk 

ist,  so  müssen  somit  nach  Gl.  25  die  Größen  ghk  Komponenten  eines 
kovarianten  Tensors  zweiten  Ranges  sein.  Man  bezeichnet  diesen 
eben  als  den  metrischen  Fundamentaltensor3;  die  geometrische 
Mannigfaltigkeit,  in  der  er  im  allgemeinen  von  Stelle  zu  Stelle  in  stetiger 
Weise  verschieden  ist,  erscheint  damit  als  das  Feld  dieses  Fundamental- 
tensors oder,  wie  man  kurz  sagt,  als  metrisches  Feld. 

Aus  den  sechzehn  Komponenten  des  metrischen  Fundamental- 
tensors lassen  sich  nun  durch  einfache  Rechnungen  sechszehn  andere 
Größen  ableiten,  die  ebenfalls  für  die  folgenden  Betrachtungen  wichtig 
sind.  Wir  können  nämlich  die  sechszehn  Größen  des  Schemas  (8)  als 
Determinante  auffassen  und  zu  jedem  ghk  die  Unterdeterminante 
bilden,  die  sich  ergibt,  indem  man  die  Horizontal-  und  die  Vertikal- 
reihe wegläßt,  der  das  betreffende  Glied  ghk  angehört.4  (Dabei  hat  die 
Unterdeterminante  den  ihr  Vorzeichen  bestimmenden  Faktor  (—  l)h  +  h, 
wobei  für  h  und  k  die  entsprechenden  der  Zahlen  1,  2,  3  oder  4  zu 


2  Denn  jeder  beliebige  Tensor  läßt  sich  ja  auf  einen  solchen  zurückführen, 
dessen  Komponenten  aufgefaßt  werden  können  als  Produkte  der  Kouipoueuten  von 
Vektoren. 

3  „Metrisch"  deshalb,  weil  nach  Gl.  5  der  Fundamentaltensor  die  Maßverhält- 
uisse,  die  Metrik  erst  bestimmt. 

4  Zu  dem  Gliede  g.n  gehört  z.  B.  die  Unterdeterminante 

0n_  9n  0i4 

031  032  034 
041      042  044 
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setzen  sind.5)  Der  Betrag  g  der  Determinante  ergibt  sich  dann  nach 
einem  bekannten  Satze,  indem  man  alle  Glieder  einer  bestimmten  (verti- 
kalen oder  horizontalen)  Reihe  mit  den  zugehörigen  Unterdeterminanten 
multipliziert.6  Nennen  wir  die  zu  ghk  gehörige  Unterdeterminante  Ghk, 
so  ist  also 

ff—fflk'  Glk  =  92k  G2k  =  93k  G3k  =  94k  G4k' 

wobei  immer  nach  unserer  Schreibregel  über  den  Index  k  zu  summieren 
ist    Infolgedessen  ist  die  Doppelsumme 

9hk  Ghk  =  49 

oder,  was  ja  dasselbe  ist 

(32)  f»^  =  4' 

Nach  Gl.  25  müssen  also,  weil  ja  die  Zahl  4  natürlich  invariant  ist 
gegenüber  Koordinatentransformationen,  die  Größen  Ghkjg  die  Kompo- 
nenten eines  kontravarianten  Tensors  zweiten  Ranges  sein.  Man  nennt 
diesen  den  kontravarianten  Fundamentaltensor  und  führt  die 
Bezeichnung  ein 

(33)  <7"=^- 

Multiplizieren  wir  alle  Komponenten  des  kovarianten  Fundamental- 
tensors mit  allen  Komponenten  des  kontravarianten,  so  erhalten  wir 
einen  gemischten  Tensor  vierten  Ranges 

/o  a\  kr  kr 

(34)  9hp  ~  9hp>9 

und  durch  Verjüngung  dieses  Tensors  (indem  wir  p  gleich  r  setzen  und 
dann  über  p  summieren)  den  sogenannten  gemischten  Fundamental- 
tensor.   Es  ist  also 

(35)  .'/;=.'/,„.'/"= 

Ist  nun  der  Index  h  gleich  dem  Index  k,  dann  stellt  der  Zähler 
des  Bruches  nichts  anderes  dar  als  den  Wert,  den  man  erhält,  wenn 
man  die  Glieder  einer  Reihe  der  Determinante  mit  den  zugehörigen 
Unterdeterminanten  multipliziert  und  diese  Produkte  addiert.  Dann 
erhält  man  aber  den  Betrag  g  der  Determinante;  es  ist  daher 

g\  =  1 ,    falls  k  —  h~ 

Wir  betrachten  nun  zweitens  den  Fall,  daß  k  von  h  verschieden  sei. 
Die  Summe  ghp>Gkp  erhalten  wir  dann,  wenn  wir  die  Glieder  der  hUn 


5  Für  die  Unterdeterminante  02S  ist  also  h  -f  k  —  5,  demnach  hat  diese  Unter- 
determinante negatives  Vorzeichen;  hingegen  ist  wieder  z.  B.  OiB  oder  C?v4  positiv. 

6  Nach  demselben  Satz  berechnet  man  die  Beträge  der  Unterdeterwiuanten 
selbst    Es  ist  also  z.  B. 

—  0W  =  #11  (#32  #44  -  #34  #42)  -  9l1  (#31  #44  ~  #34  #4l)  +  #14  (#31  #4i  ~  #S2  #4l)  • 
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Horizontalreihe  multiplizieren  mit  den  Unterdetermiuanten,  die  zu  der 
Äten  Horizontalreihe  gehören.  Der  Wert,  den  wir  so  erhalten,  ist  aber 
identisch  mit  dem  Retrag  einer  Determinante,  die  sich  ergibt,  wenn  die 
Glieder  der  htea  Horizontalreihe  ersetzt  werden  durch  die  Glieder  der 
kten  Reihe.7  Wir  hätten  dann  also  eine  Determinante,  in  der  die  f&* 
und  die  kte  Reihe  identisch  sind.  Eine  Determinante,  in  der  zwei 
Reihen  gleich  sind,  hat  aber,  wie  man  leicht  einsieht,  den  Betrag  Null. 
Denn  eine  Determinante  ändert  das  Vorzeichen  ihres  Betrages,  wenn 
zwei  ihrer  Reihen  vertauscht  werden.8  Für  eine  Determinante  mit  zwei 
gleichen  Reihen  muß  also  g  =  —  g  sein,  was  natürlich  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  g  verschwindet.    Es  wird  also 

ffhpGkp**0*     falls  k*h> 
und  somit  wird  ganz  allgemein  der  gemischte  Fundamentaltensor,  für 
den  das  Symbol  d*  üblich  ist, 

Schließlich  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  mittels  des  Fundamental- 
tensors aus  einem  gegebenen  kovariauten  Vektor  ein  kontravarianter 
abgeleitet  werden  kann  und  umgekehrt.  Ist  Ah  ein  beliebiger  kovarianter 
Vektor,  so  können  wir  einen  Tensor  dritten  Ranges  bilden 

Indem  wir  diesen  gemischten  Tensor  verjüngen,  d.  h.  p  gleich  h  setzen 
und  über  h  summieren,  erhalten  wir  einen  kontravarianten  Vektor 

(37)  A*  =  g™Ah. 

Umgekehrt  können  wir  aus  einem  kontravarianten  Vektor  Bh  einen 
kovananten  ableiten  mittels  der  Beziehung 

(38)  Br=fKlm. 

Setzen  wir  im  besonderen  für  Bk  den  durch  die  Gl.  37  definierten 
Vektor  Ak  ein,  so  ergibt  sich  für  B   der  Wert 

(*^)  {fiep  0      -^-fr  -^~p  ' 

d.  h.  der  Vektor  Ah  gehört  in  derselben  Weise  zu  dem  Vektor  Ah  wie 
der  Vektor^74  zu  dem  Vektor^.   Statt  von  einem  kovarianten  Vektor Ah 


7  Es  ist  z.  B.  gl  p  Ö2  P  der  Betrag  der  Determinante 

'  #21    ff 2i    #21  9u 

9l\      ff '12     ff 'AS  #21 
#31      #32      #33  #34 
I  ffn     #42     #43  #41 

8  Dieser  bekannte  Satz  folgt  aus  der  vorhin  angegebenen  Regel  für  das  Vor 
zeichen  der  Unterdeterminauten. 
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und  einem  kontravarianten  Vektor  Ah  können  wir  dalier  einfach  von 
einem  einzigen  Vektor  sprechen,  dessen  kovariante  Komponenten  Ah 
und  dessen  kon travariante  Komponenten  Ah  sind. 

In  ganz  analoger  Weise  können  wir  aus  einem  kovarianten  Tensor 
zweiten  Ranges  Ahlt  durch  Multiplikation  mit  g?r  und  nachträgliches 
Verjüngen  hinsichtlich  der  Indizes  r  und  k  einen  gemischten  Tensor 
ableiten 

4°)  *:-y*4*: 

Hieraus  folgt  durch  abermalige  Multiplikation  mit  gsi  und  nachherige 
Verjüngung  hinsichtlich  der  Indizes  h  und  i 

(41)  Aps  =  gPu gsh  Ah1c. 

Derart  kann  man  aus  jedem  kovarianten  Tensor  einen  gemischten  und 
kontravarianten  ableiten  und  somit  auch  von  den  kovarianten,  kontra- 
varianten  und  gemischten  Komponenten  eines  und  desselben  Tensors 
sprechen. 

§  135.   Die  geodätische  Linie. 

Nachdem  wir  in  dem  letzten  Abschnitte  den  Begriff  des  Funda- 
mentaltensors gewonnen  haben,  entsteht  uns  nun  die  weitere,  ebenfalls 
rein  mathematische  Aufgabe,  die  allgemeine  Gleichung  einer  geo- 
dätischen Linie  zu  finden,  die  definiert  ist  als  die  kürzeste  Ver- 
bindung zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  innerhalb  einer 
geometrischen  Mannigfaltigkeit.  Für  die  geodätische  Linie  muß  also 
die  Bedingung  erfüllt  sein 

B 

(1)  Sjds  =  0, 

ä 

wenn  d  s  das  Element  der  geodätischen  Linie  bedeutet  und  die  Variation 
so  vorgenommen  wird,  daß  auch  die  variierte  Kurve  von  dem  Punktet 
zu  dem  Punkte  B  führt.1 

Wir  denkeu  uns  nun  in  einer  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  eine 
Schar  von  (n  —  l)-dimensionalen  Überflächen  konstruiert,  die  durch  die 
Gleichung  gegeben  seien 

(2)  l  =  (p[xl9  x2,  x3,  ...  xn). 

Jedem  beliebigen  Werte  des  veränderlichen  Parameters  l  wird  dann 
eine  bestimmte  Uberfläche  entsprechen,  und  da  andererseits  die  geo- 
dätische Linie  zwischen  A  und  B  von  diesen  Uberflächen  geschnitten 
wird,  so  werden  wir  auch  jedem  Punkte  der  zwischen  A  und  B  gezogenen 
geodätischen  Linie  einen  ganz  bestimmten  Wert  von  l  zuordnen  können» 


1  Die  Länge  der  geodätischen  Linie  braucht  übrigens  nach  deren  Definition 
nicht  notwendigerweise  ein  Minimum,  sondern  nur  allgemein  ein  Estremum  zu  sein. 
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Betrachten  wir  nun  zwei  benachbarte  Oberflächen,  denen  die  Werte 
X  und  X  +  dX  entsprechen,  so  wird  das  Stück  der  geodätischen  Linie, 
das  zwischen  diesen  beiden  Überflächen  liegt,  gleich  gesetzt  werden 
können 

(3)  ds  =  wdX. 

Der  Wert  des  Proportionalitätsfaktors  w  ergibt  sich  dabei  aus  der  Glei- 
chung 

(4)  ds2  =  ffhkdxhdxk 

(Gl.  5  des  §  134,  in  das  rc-Dimensionale  übertragen).    Hieraus  folgt 

Von  der  variierten  Verbindungslinie  zwischen  den  Punkten  A 
und  B  wird  durch  die  beiden  Oberflächen  mit  den  Werten  X  und 
X  rf-  dl  ein  Stück  herausgeschnitten,  das  ds  genannt  werde.  Es  ist  dann 

(6)  d  s'  =  w  d  X  , 
wobei 

(7)  ds  -  ds  =  ö{ds) 
und 

(8)  w'  —  w  —  Sw 
ist.    Es  ist  somit 

(9)  S{ds)  =  Sw  dX, 

und  da  ja  in  Gl.  1  die  Eeihenfolge  von  Integration  und  Variation  ver- 
tauscht werden  kann,  weil  beide  Operationen  voneinander  unabhängig 
sind,  so  kann  die  GL  1  somit  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

B 

(10)  J Sw  dX  =  0. 

A 

Um  nun  die  Variation  von  w  zu  finden,  variieren  wir  die  Gl.  5  und 
finden  dann  * 

(11)  ^^^^s^^s^^s^). 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  die  letzte  und  die  vorletzte  Doppel- 
summe dieser  Gleichung  wegen  der  Symmetrie  des  Fundamentaltensors 
identisch  sind  und  man  für  jede  der  beiden  Doppelsummen  schreiben 
kann 

dxh  *(dxp\ 

Andererseits  ist,  weil  ja  der  metrische  Fundamentaltensor  eine  Funktion 
der  Koordinaten  ist, 

Gl.  11  läßt  sich  somit  auf  die  Form  bringen 
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(1^  1    dxh   dxk   dghk  $  „     ,    ghp   dxh  A(dxp\ 

1     J  2w    dl     dl     dxp°XP+   w     dl  [dl)' 

Nun  ist  aber  andererseits 

(IA)  rv  (dxp\  _  d  (d  xp) 

K     }  [dl  )  dl 

Daher  ist2 

/iR\        ffhr  dxh   y  /  dxp\  f  ghp   dxh  Ä  n  \       JLlVhP   dxh\  v 

{  °}        w     dl    °[dl  )  ~  dl   [w     dl  0Xv)  ~  dl[w     dl  )ÖXP- 

Wenn  wir  nun  diese  Gleichung  mit  dl  multiplizieren  und  zwischen 
den  Grenzen  Ä  und  B  integrieren,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der 
rechten  Seite,  weil  ja  sowohl  für  A  als  auch  für  B  die  Variation  der 
Koordinaten  verschwindet;  denn  in  dem  Anfangs-  und  Endpunkt  fallen 
ja  die  geodätische  Linie  und  die  variierte  Kurve  zusammen. 

Setzen  wir  somit  den  Wert  aus  Gl.  15  in  die  Gl.  13  und  von  dort 
in  die  jetzt  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  gedachte  Gl.  10  ein,  so 
finden  wir 

(16)  f  Opdld\  =  0, 

wobei  sich  für  die  Größen  Op  der  Wert  ergibt 


(17)  0    =  -L  fä-r 

V     '  UP       dl  \w 


dxh\  1  dxh  dxk  dgh& 
dl         2iv    dl     dl  dxD 


Wegen  der  Willkür  bei  der  Variation  der  Koordinaten  kann  aber  die 
Gl.  16  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 

(18)  6p  =  0 

ist.  Die  Gleichungen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  in  einer  ra-dimen- 
sionalen  Geometrie  p  =  1,  2,  3  ...  setzt,  stellen  dann  die  Gleichungen 
der  geodätischen  Linie  dar. 

In  unseren  bisherigen  Betrachtungen  war  der  Parameter  willkürlich 
wählbar.  Wir  können  daher  festsetzen,  daß  l  gleich  sein  soll  der  von 
dem  Punkte  A  aus  gemessenen  Bogenlänge  s  der  geodätischen  Linie. 
Es  wird  dann  einfach  ds  gleich  dl  und  somit  w  gleich  eins.  Gl.  17 
und  18  nehmen  dann  die  einfachere  Form  an 

/  j  n\  d2xh  dghp    dxh  _  1    dxh   dxk    d  ghk  _  0 

9hP  ds2  -r  ds     ds        2    ds     ds  dxp 
Nun  ist  aber 

(20)  dghp  _  d ghp    dxk  ^ 

^    '  ds  d  xk  ds 

Ferner  können  wir  für  das  Folgende  die  Identität  benutzen 

/2i\  dffhp   dxk   dxh       d  gkp   dxh  dxk 

\„   '  d  xk    ds    ds         d  xh    d  s     d  s 


2  Nach  der  Formel 

A  .  dB  N  d{AB)  —  B .  dA  . 
Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  15 
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Denn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ändert  ja  ihren  Wert  nicht,  wenn 
lediglich  andere  Buchstabenbezeichnungen  eingeführt  werden  und  statt 
h  nunmehr  h  und  statt  h  nunmehr  h  geschrieben  wird.  Derart  können 
wir  das  zweite  Glied  der  Gl.  19  gleich  setzen  der  halben  Summe  der 
beiden  Ausdrücke,  die  auf  den  beiden  Seiten  der  Gl.  21  stehen.  Wir 
können  somit  die  Gl.  19  in  der  Form  schreiben 


dxh    dxk  _  q 


d  s  ds 


/no\  ■       d*xh    .  \hk 

(22)  f**,ä?  + 1, 

wobei  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer,  den  man  als  Cheistoffel 
sches  Drei-Indizes-Symbol  bezeichnet,  die  Bedeutung  hat 


+ 


dgkP  dghk 


d  xh        d  x. 


Wie  aus  dieser  Definition  ohne  weiteres  folgt,  ist  wegen  der  Sym- 
metrie des  Fundamentaltensors  auch  das  Drei-Indizes-Symbol  symme- 
trisch; es  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn  seine  beiden  oberen  Indizes 
vertauscht  werden. 

Wir  führen  nun  zur  Vereinfachung  folgender  Rechnungen  ein  weiteres, 
ebenfalls  symmetrisches  Drei-Indizes-Symbol  durch  die  definierende  Glei- 
chung ein 

(24)  ItW"" 


V 

Sodann  multiplizieren  wir  die  Gl.  22  mit  grv  und  summieren  über  p. 
Das  erste  Glied  wird  dann  nach  Gl.  35  des  §  134 


r 


ds* 


wobei  über  den  Index  h,  ebenso  wie  bereits  in  Gl.  22,  zu  summieren  ist. 
Diese  über  h  erstreckte  Summe  ergibt  aber  einfach  d2xrj  ds2,  weil  (nach 
Gl.  36"  des  §  134)  grh  nur  dann  von  null  verschieden  und  eben  gleich 
eins  ist,  wenn  h  und  r  gleich  sind.  Die  Gleichung  der  geodätischen 
Linie  nimmt  somit  die  endgültige  Gestalt  an 

d2  xr  [hk\   d  xh  dxk 

(25) 


ds*  [  r  I    d  s     d  s 


§  136.   Der  Riemann  sehe  Tensor. 

Ebenso  wie  sich  durch  die  Operation  der  Verjüngung  aus  einem  be- 
liebigen Tensor  ein  Tensor  niedrigeren  Ranges  ableiten  läßt,  so  muß  es 
natürlich  auch  umgekehrt  möglich  sein,  durch  reine  Rechenoperationen 
aus  einem  beliebigen  Tensor  einen  Tensor  höheren  Ranges  ab- 
zuleiten. Wir  werden  hierbei  zweckmäßig  von  einem  Skalar  als 
einem  Tensor  nullten  Ranges  ausgehen.  Nehmen  wir  an,  es  sei  cp  irgend- 
eine skalare  Funktion  der  Koordinaten,  also  eine  Invariante  gegenüber 
Koordinatentransformationen;  denken  wir  uns  nun  weiter  ganz  unabhängig 
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von  jedem  Koordinatensystem  eine  geodätische  Linie  konstruiert,  und 
nennen  wir  s  die  (wiederum  von  jedem  Koordinatensystem  unabhängige) 
Länge  der  geodätischen  Linie,  von  einem  bestimmten  ihrer  Punkte  aus 
gemessen;  dann  ist  es  klar,  daß  der  Differentialquotient  dcpjds  eben- 
falls eine  von  dem  Koordinatensystem  unabhängige  Größe  sein  muß. 
Andererseits  ist  natürlich,  wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  cp  eine 
Funktion  der  Koordinaten  ist, 

/  i  v  dep          d  cp  dxh 

^  '  d  s  ~~  d  xh     d  s 

Aus  der  Definition  des  kovarianten  Vektors  folgt  dann  gemäß  Gl.  20 
des  §  134  (da  ja  dxh  Komponenten  eines  kontravarianten  Vektors  sind), 
daß  die  vier  Größen 

die  Komponenten  eines  kovarianten  Vektors  sind.1 

Bilden  wir  nun  den  zweiten  Differentialquotienten  von  cp  nach  s, 
so  muß  auch  dieser  natürlich  wieder  eine  Invariante  sein.  Wir 
finden,  wenn  wir  den  ersten  Differentialquotienten  mit  \p  bezeichnen, 


(3) 

Nun  ist  aber  nach  Gl.  1 


d*  <p  dyj  _  dtp  dxk 
ds2         ds        d  xk  ds 


fi\     '  dip  d2  cp  dxh  ,    d  <p      d  (  dxh\ 

*  '  dxk  ~~  d  xh  dxk  ds         d  xh    d  xk  \  d  s  ) 
Daher  wird 

<f\\  ^2  9  y  dxh  dxk        d  cp  d2xh 

^  '  ds*  ■  dxhdxk  ds  ds         d  xh  ds2 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  zwei  voneinander  ganz  un- 
abhängige Summen  enthält,  kann  man  in  dem  letzten  Gliede  bei  bloßer 
Änderung  der  Schreibweise  den  Buchstaben  h  durch  den  Buchstaben  r 
ersetzen  (ohne  daß  dieselbe  Änderung  auch  bei  dem  ersten  Gliede  der 
rechten  Seite  erfolgen  müßte).  Da  aber  nun  ds  das  Element  einer 
geodätischen  Linie  darstellt  (und  d  xh  die  Komponenten  dieses  Elementes 
sind),  so  muß  somit  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  anwendbar 
sein  (Gl.  25  des  §  135).    Die  Gl.  5  nimmt  infolgedessen  die  Form  an 

d2  cp       /    d2  cp  [  hk\   d  <p\  dxh  dxk 


d2  cp  _  I    d2  cp  |  hk\   d  cp\  dxh 

^  ds2  ~~  [dxhdxk  ~~  \  r  j  ~d~xr)  ~d7 


ds 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  nun  eine  Invariante  dar.  Nach 
den  für  die  Tensoren  geltenden  Definitionen  muß  daher  der  Ausdruck 
in  der  runden  Klammer  die  Komponenten  eines  kovarianten  Tensors» 


1  Dieser  Vektor  ist  der  Gradient  von  cp. 

15* 
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bilden.2  Wir  wollen  dessen  Komponenten  mit  Ahk  bezeichnen.3  Es  ist 
dann  bei  Berücksichtigung  von  Gl.  2 

Dieser  Tensor  heißt  die  Erweiterung  des  Vektors  A. 

Multiplizieren  wir  nun  sämtliche  Komponenten  dieses  Tensors  mit 
sämtlichen  Komponenten  eines  ko Varianten  Vektors  B,  so  erhalten  wir 
einen  kovarianten  Tensor  dritten  Ranges.    Wir  wollen  seine  Kom- 
ponenten bezeichnen  mit 
(8)  Chkp  =  Ahp£k. 

Es  ist  also  nach  Gl.  7 

Mit  Rücksicht  auf  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
liegt  nun  der  Gedanke  nahe,  noch  einen  anderen  Tensor  dritten  Ranges 
in  ähnlicher  Weise  zu  definieren,  und  zwar  mittels  der  Gleichung 

(10)  V»P=-B*PK, 

wobei  der  Tensor  Bkp  aus  dem  Vektor  Bk  durch  die  Differentialoperation 
der  Gl.  7  abgeleitet  sei;  es  ist  also  für  Bkp  der  Wert  einzusetzen,  der 
sich  ergibt,  wenn  wir  in  Gl.  7  statt  A  nunmehr  B  schreiben.  Es  ist 
demnach 

(11)  vM,  =  A^t-{krp\*X- 

Wir  wollen  nun  einen  Tensor  zweiten  Ranges  definieren  durch  die 
Gleichung 

(12)  Ehk  ~  ABu 

und  einen  Tensor  dritten  Ranges  durch  die  Formel 

(13)  ^»y  =  <W  +  iW 
Dann  finden  wir 

(H)  S"^--t**)f*-{V).^- 

Man  bezeichnet  den  Tensor  dritten  Ranges  Uhk  als  die  Erweite- 
rung des  Tensors  zweiten  Ranges  Ehk.  Die  Gl.  14  wurde  allerdings 
unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  daß  die  Komponenten  Ehk  in  der 
Form  des  Produktes  der  Komponenten  zweier  Vektoren  darstellbar  sind. 
Da  sich  aber  auf  einen  derartigen  Tensor  (nach  dem  in  §  134  Gesagten) 
jeder  beliebige  Tensor  zweiten  Ranges  zurückführen  läßt,  kann  man 


2  Denn  dx/ds  sind  ja  die  Komponenten  eines  kontra  Varianten  Vektors. 

3  Es  wird  wohl  zu  keinem  Mißverständnis  führen,  daß  der  Tensor  zweiten 
Ranges  und  der  Vektor  beide  mit  dem  Buchstaben  A  bezeichnet  werden.  Der 
Unterschied  kommt  ja  dadurch  genügend  zum  Ausdruck,  daß  der  Tensor  zwei 
Indizes,  der  Vektor  hingegen  nur  einen  hat. 
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durch  das  in  Gl.  14  dargestellte  Verfahren  aus  jedem  beliebigen  Tensor 
zweiten  Ranges  einen  Tensor  dritten  Ranges  gewinnen. 

Wir  wollen  daher  in  Gl.  14  für  Ehlt  den  durch  die  Gl.  7  definierten 
Tensor  Ah1c  einsetzen.  Die  Erweiterung  dieses  Tensors  wollen  wir  mit 
Ahkp  bezeichnen.  Gl.  7  wollen  wir  jedoch  in  etwas  geänderter  .Form 
schreiben,  indem  wir  den  Buchstaben  r  in  Gl.  7  durch  den  Buchstaben  s 
ersetzen.4  Wir  müssen  dies  tun,  um  Verwicklungen  bei  der  folgenden 
Ableitung  zu  vermeiden.  Wir  ersetzen  also  in  Gl.  14  Ehk  durch  Ahk9 
wobei 

ist.    Wir  finden  dann 

AhhP  -  BXkdxp       dxp  \  s  j    s       dxp  \  s  j       \  r  ]  dxk 


(16) 


+ 


Wenn  wir  nun  in  dieser  Gleichung  die  Indizes  k  und  p  vertauschen, 
so  bleiben  dabei  un^eändert  das  erste,  ferner  wegen  der  Symmetrie  der 
Drei-Indizes-Symbole  das  sechste  und  das  siebente  (letzte)  Glied  der 
rechten  Seite.  Ebenso  wenig  ändert  sich  dabei  die  Summe  aus  dem 
dritten  und  dem  vierten  Gliede.  Denken  wir  uns  also  die  Gl.  16  ge- 
bildet für  Ahpk  und  diese  Gleichung  von  der  Gl.  16  subtrahiert,^  so 
bleiben  nur  solche  Glieder  übrig,  die  mit  der  Größe  As  multipliziert 
sind.    Man  kann  daher  setzen 

v     /  hkp  hpk  hkp  s 

Die  Größe  ^7    muß  dabei,  was  schon  in  ihrer  Schreibweise  zum  Aus- 

hkp  ' 

drucke  kam,  nach  den  Definitionen  der  Tensoren  ein  gemischter 
Tensor  vierten  Ranges  sein,  und  zwar  kontravariant  in  bezug  auf 
den  Index  s,  kovariant  in  bezug  auf  die  übrigen. 
Nach  Gl.  16  findet  man 

w      =  -k i7"l  - -4 {"}  +  \h!\ I?) -{"}{?(• 

Aus  der  Bedeutung  der  Chkistoffel sehen  Drei-Indizes-Symbole 
(Gl.  23  und  24  des  §  135)  folgt,  daß  der  Tensor  vierten  Ranges  voll- 
kommen bestimmt  ist,  sobald  man  die  Komponenten  des  metrischen 
Fundamentaltensors  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Koordinaten  kennt. 
Ist  das  metrische  Feld  konstant,  der  Fundamentaltensor  also  unabhängig 
von  den  Koordinaten,  so  verschwindet  der  Tensor  vierten  Ranges;  und 
zwar  verschwindet  er  dann,  da  ja  der  Tensor  etwas  von  dem  Koordi- 
natensystem Unabhängiges  ist,  für  alle  Koordinatensysteme.  Hierin 
besteht  die  große  Bedeutung  des  gemischten  Tensors  vierten  Ranges, 


4  Der  Index  s  hat  im  Folgenden  natürlich  nicht  das  mindeste  mit  dem  früher 
so  bezeichneten  Bogenelement  zu  tun. 
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den  zuerst  Riemann  abgeleitet  hat  und  der  darum  als  Riemann- 
scher  Tensor  bezeichnet  wird.  Das  Verschwinden  des  Riemann- 
schen  Tensors  ist  also  die  notwendige  Bedingung  für  die  Kon- 
stanz des  metrischen  Feldes.5 

Wie  jeder  gemischte  Tensor  läßt  sich  natürlich  auch  der  Riemann - 
sche  Tensor  verjüngen.  Tun  wir  dies,  indem  wir  den  Index  s  gleich  p 
setzen  und  über  p  summieren,  so  finden  wir  für  den  verjüngten 
RiEMANNschen  Tensor  die  Formel 

Aus  dem  verjüngten  Riemann  sehen  Tensor  können  wir  nun  noch 
nach  Gl.  25  des  §  134  eine  skalare  Invariante  mittels  der  Beziehung 
ableiten 

(20)  R  =  ^Rhk. 

Die  Größe  R  wird  als  die  RiEMANNsche  Invariante  bezeichnet.  End- 
lich können  wir  den  kovarianten  Komponenten  des  verjüngten  RiEMANN- 
schen Tensors  auch  die  kontravarianten  zuordnen  (nach  Gl.  41  des 
§  134)  mittels  der  Gleichung 

21)  R»s  =  gPkg*h  Fhk  . 

§  137.   Bas  Einstein  sehe  und  das  Newton  sehe  Gravitationsgesetz. 

Integriert  man  die  Riemann  sehe  Invariante  über  ein  beliebig  ab- 
gegrenztes Gebiet  der  geometrischen  Mannigfaltigkeit  und  bildet  man 
dann  die  Variation  dieses  Integrals  derart,  daß  der  Fundamental- 
tensor nur  innerhalb  der  Begrenzungen  variiert  wird,  so  wird  man  durch 
rein  mathematische  Untersuchungen  (die  als  viel  zu  umständlich  hier 
wegbleiben  mögen)  zu  den  Komponenten  eines  Tensors  geführt 

(!)  shic  =  snn  -  i9hkR> 

und  dieser  „Krümmungstensor" 1  ist  es  nun,  dem  die  Einstein  sehe 
Theorie  den  Materietensor  bis  auf  einen  universellen  Proportionalitäts- 
faktor gleichsetzt. 

Die  Komponenten  des  Materietensors  findet  man  nach  §131,  indem 
man  die  Größen  dxhjds  paarweise  multipliziert  und  dann  noch  mit  der 
Ruhdichte  q0  der  Eigenmasse  vervielfacht.  Da  die  Größen  dxhjds  (nach 
Gl.  16  und  19  des  §  134)  kontravariant  sind.  ^0  aber  ein  Skalar  ist,  so 

5  Es  läßt  sich  beweisen,  daß  diese  Bedingung  auch  hinreichend  ist. 
1  Es  wird,  wenn  die  Variation  an  der  Grenze  verschwindet, 


ö  fRdco=  j(Rh,~  yh,R)Öghk  du. 
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erhalten  wir  auf  dem  angegebenen  Wege  die  kontra  Varianten  Kom- 
ponenten des  Materietensors 

(2>     ;   ,  -  ;   2""  =  ^4r  '  .  • 

Nach  der  Einstein  sehen  Theorie  muß  nun  die  Beziehung  bestehen 

(3)  2k* -4» 
also 

(4)  Thk^iihk~yHkB 

oder  auch 

„  dxh   dxJc       jjhk      1     hk  v 

(5)  Qc\  ~i  ; —  =  A  —P  sC, 

w  s0  ds     ds  2  J  7 

wobei  die  kontravarianten  Komponenten  des  verjüngten  Riemann  sehen 
Tensors  durch  Gl.  21  des  §  136  bestimmt  sind. 

Eine  für  die  folgenden  Betrachtungen  wichtige  Beziehung  können 
wir  nun  unmittelbar  aus  der  Gl.  4  ableiten.  Nach  Gl.  25  des  §  134 
muß  sich  ja  eine  skalare  Invariante,  die  T  genannt  werde,  mittels  der 
Beziehung  bilden  lassen 

(6)  T  =  g^Thk. 

Andererseits  ist  (nach  Gl.  20  des  §  136)  ghk  Rhk  gleich  R  und  (nach 
Gl.  32  des  §  134)  ghk ghk  gleich  vier.  Multiplizieren  wir  daher  die  Gl.  4 
mit  g7lk  und  summieren  wir  dann  über  Ii  und  Ä-,  so  finden  wir 

T  =  R-  2R 

oder 

(7)  R  =  -  T. 

Das  Einstein  sehe  Gravitationsgesetz  postuliert  nun,  daß  gleichzeitig 
mit  den  „ Feldgleichungen"  (5)  auch  die  Gleichung  erfüllt  sein  müsse, 
derzufolge  die  die  Bewegung  darstellende  Weltlinie  geodätisch 
ist.    Es  muß  also  nach  Gl.  25  des  §  135  auch  die  Beziehung  bestehen 

/ON  d2  xr  ( h  k  \  d  xh   d  xk 


d  s2  \  r  \  ds  ds 

In  den  beiden  gleichzeitig  erfüllten  Gl.  5  und  8  findet  also  das  Ein- 
stein sehe  Gravitationsgesetz  seinen  analytischen  Ausdruck. 

Um  nun  diese  Gleichungen  zu  diskutieren,  wollen  wir  zunächst 
einen  Spezialfall  betrachten,  in  dem  drei  die  'Rechnungen  sehr  verein- 
fachende Voraussetzungen  erfüllt  sein  mögen.  Die  erste  Voraus- 
setzung sei,  daß  die  Abweichungen  von  der  euklidischen  Geo- 
metrie nur  gering  seien.  Es  sollen  also  (bei  Benutzung  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems)  die  Größen  ghk  nur  wenig  verschieden 
sein  von  1  oder  0,  je  nachdem  ob  k  gleich  h  oder  ungleich  h  ist.  Nach 
der  Definition  der  Unterdeterminanten  und  des  kontravarianten  Funda- 
mentaltensors können  dann  auch  die  Größen  ghk  nur  wenig  verschieden 
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sein  von  1  oder  0,  je  nachdem  ob  wieder  k  gleich  oder  ungleich  h  ist.2 
Unsere  erste  Voraussetzung  läßt  sich  also  durch  die  Formel  ausdrücken 

(9)  *^  j  wenig  verschieden  von  ($| , 

wobei  eben  <5*  den  gemischten  Fundamentaltensor  bedeutet,  dessen  Kom- 
ponenten immer  eins  oder  null  sind  (Gl.  36  des  §  134y. 

Ist  nun  die  .GL  9  erfüllt,  dann  lassen  sich  auch  die  geschlungenen 
Drei  Indizes-Symbole  in  eine  einfachere  Form  bringen.  Nach  der  diese 
Symbole  definierenden  Gl.  24  des  §  135  ist  ja 

h  k ' 


hk. 

9  p 


V 


In  der  Summe  von  vier  Gliedern,  die  auf  der  rechten  Seite  steht,  können 
aber  nun  nach  Gl.  9  drei  Summanden  vernachlässigt  werden;  es  kommt 
nur  der  eine  Summand  in  Betracht,  für  den  p  gleich  ist  r;  für  diesen 
kann  aber  g*>r  nach  GL  9  einfach  gleich  eins  gesetzt  werden,  und 
näherungsweise  ist  somit 

(10)  ,{**}_[«].•  • 

Statt  der  geschlungenen  Drei-Indizes-Symbole  können  also  in  dem  von 
uns  zu  betrachtenden  Spezialfall  einfach  die  eckigen  Symbole  geschrieben 
werden. 

Da  die  Drei-Indizes-Symbole  nur  die  partiellen  Differentialquotienten 
der  gh]{  nach  den  Koordinaten  enthalten,  so  folgt  ferner  aus  der  Gl.  9, 
daß  die  Drei-Indizes-Symbole  infolge  unserer  Voraussetzung  kleine 
Größen  sein  müssen,  klein  wenigstens  von  der  ersten  Ordnung: 

Als  zweite  Voraussetzung  fügen  wir  nun  zu  der  ersten  die  An- 
nahme hinzu,  daß  die  auftretenden  mechanischen  Geschwindig- 
keiten klein  seien  gegenüber  der  Lichtgeschwindigkeit.  Ist  dem 
so,  dann  treffen  die  Näherungsformeln  zu,  die  schon  in  §  131  (Gl.  11, 
12,  13)  abgeleitet  wurden.    Es  ist  dann 

(11)  dp_^dp_    dx^  klei  dp  nahezu  j 

v    '■  ds        ds        ds  ds 

ferner 

(12)  T  =  g 
und  endlich 
(13) 


d2xr  _1_  d*xr 

lis^  ~  ~         d  fl 


Als  dritte  vereinfachende  Voraussetzung  führen  wir  schließlich  die 
Annahme  ein,  daß  das  Gravitationsfeld  statisch  sei;  d.h.  die  Kompo- 
nenten ghk  sollen  sich  zwar  räumlich,  nicht  aber  zeitlich  ändern. 


2  Dies  folgt  ja  schon  aus  dem  Schema  (10)  des  §  134. 
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Es  sollen  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  #4  einfach  vernach- 
lässigbar sein.    Wir  setzen  daher 

(14)  1^  =  0. 

*: ;/  0X4 

Treffen  unsere  drei  Voraussetzungen  zu,  so  nimmt  zunächst  die 
Gleichung  der  geodätischen  Linie  eine  sehr  einfache  Gestalt  an.  Der 
Ausdruck 

/ 1  k\  \  hk\  dxh  dxk 

stellt  ja  eine  Doppelsumme  von  16  Summanden  dar  (da  sowohl  über  h 
als  auch  über  k  zu  summieren  ist).  15  von  diesen  Summanden  können 
aber  nach  Gl.  11  vernachlässigt  werden  neben  dem  einen  Gliede 

J  4  4  |^  dxA  dx± 
\  r  j    ds  ds 

Nun  ist  nach  Gl.  10  und  nach  der  Definition  der  Drei-Indizes-Symbole 
(Gl.  23  des  §  135) 


2  \  d  xi        d  x±        d  x,. 
oder,  da  die  partiellen  Diff^rentialquotienteh  nach  #4  zufolge  Gl.  14  ver- 

441  1  dgu 


JV}-[V 

ie  pj 

schwinden, 

Berücksichtigen  wir  weiterhin  die  Gl.  11  und  13;  so  nimmt  somit  die 
Gleichung  der  geodätischen  Linie  in  dem  von  uns  betrachteten  Spezial- 
fall die  einfache  Form  an 

y    »  dP  2     &xr  ' 

und  zu  dieser  Gleichung  kommt  nun  noch  die  Gl.  5  hinzu,  die  bei  dem 
Zutreffen  der  gemachten  Voraussetzungen  ebenfalls  eine  wesentliche  Ver- 
einfachung erfährt. 

Zunächst  läßt  sich  der  Ausdruck  für  den  verjüngten  Riem ann sehen 
Tensor  sehr  vereinfachen.  Dieser  Ausdruck  (GL  19  des  §  136)  besteht 
aus  vier  Gliedern.  Von  ihnen  können  wir  zunächst  die  letzten  zwei 
weglassen,  die  Produkte  zweier  Drei-Indizes-Symbole  darstellen,  weil  ja 
nach  dem  früher  Gesagten  diese  Symbole  klein,  wenigstens  von  der 
ersten  Ordnung,  sind.  Setzen  wir  weiterhin  den  Index  k  gleich  4,  dann 
fällt  nach  Gl.  14  auch  das  erste  Glied  weg,  und  es  bleibt  nur  das 
zweite  übrig.    Es  wird  also 

Daher  wird  nach  Gl.  16 

n  q\  7?     _  1  I  62  9"    1    g2         1  1    d'2  9" 

{    }  ~2\dx*   i~    dx^         6x^  ~r 
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In  diesem  Ausdruck  verschwindet  nach  Gl.  14  der  partielle  Diffe- 
rentialquotient nach  x4.  Die  Summe  der  zweiten  partiellen  Ableitungen 
nach  den  räumlichen  Koordinaten  stellt  aber  die  bekannte  LAPLACEsche 
Ableitung  dar,  für  die  das  Symbol  A  üblich  ist  (§  35).    Es  wird  somit 

(20)  Ä44  =  i^44. 

Gehen  wir  nun  zu  den  kontravarianten  Komponenten  des  verjüngten 
Riemann  sehen  Tensors  über,  so  ist  (nach  Gl.  41  des  §  134) 

(21)  •  R^  =  g^9^ßhk. 

In  dieser  Doppelsumme  von  16  Summanden  können  aber  nach  Gl.  9 
alle  anderen  Summanden  vernachlässigt  werden  neben  dem  einen,  für  den 
h  =  k  =  4  ist.  Es  wird  somit,  weil  ja  wiederum  näherungsweise 
gleich  eins  ist, 

(22)  liu  =  SAl . 
Andererseits  wird  nach  Gl.  7  und  12 

(23)  Ä=-(,. 

Wir  setzen  nun  in  Gl.  5  h  =  k  —  4 .  Die  Differential quotienten 
werden  dann  nach  Gl.  11  gleich  eins,  q0  ist  ja  gleich  o,  und  wir  er- 
halten daher  die  Beziehung 

oder 

m  ;  '      ?  =  ^44- 

Diese  Gleichung  stellt  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  dar;  ihre  Lösung  ist  uns  aber  bereits  aus  verschiedenen  Be- 
trachtungen der  klassischen  Physik  bekannt.  Ist  nämlich  a  irgendeine 
skalare  Funktion  der  räumlichen  Koordinaten  und  S  eine  andere  solche 
Funktion  und  sind  S  und  a  durch  die  partielle  Differentialgleichung 
verknüpft 

AS  =  a, 

dann  ist  (nach  Gl.  28  des  §  39)  der  Wert  von  8  in  irgendeinem  „Auf- 
punkte" 

8  LfÄ  , 

4:n  J  r 

wobei  r  die  Entfernung  des  Volumelementes  dr  von  dem  Aufpunkte 
bedeutet  und  a  eben  den  Wert  des  Skalars  in  dem  Volumelement  dr. 
Die  Volumintegration  ist  dabei,  wie  aus  der  Elektrostatik  bekannt,  so 
durchzuführen,  daß  das  den  Aufpunkt  enthaltende  Volumelement  von 
der  Integration  ausgeschlossen  bleibt.    Es  wird  somit  in  unserem  Falle 

w    "        '---iP?1- '    '  r-M 

Kombinieren  wir  -endlich  diese  Gleichung  mit  der  Gl.  17  (in  der  wir 
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aber  den  Index  r  durch  den  Index  h  ersetzen  wollen3),  so  nimmt  die 
Bewegungsgleichung  im  materiellen  Feld  die  Form  an 

(9a\  d* Xh  —  C<L      d     C  Qdx 

S     '  dP         8tt    dxh  J  r 

In  den  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  nun  ein  solches  Maß 
der  Masse  benutzt,  daß  der  universelle  Proportionalitätsfaktor  zwischen 
Krümmungs-  und  Materietensor  einfach  gleich  eins  wurde.  Messen  wir 
hingegen  die  Massendichte  in  üblicher  Weise  in  g/cm3,  so  tritt  in 
den  bisherigen  Formeln  an  die  Stelle  von  q  das  Produkt  fg,  wobei 
eben  f  einen  universellen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet.  Wir  führen 
nun  eine  neue  universelle  Konstante  durch  die  Beziehung  ein 

|S    .,         <-        *=£:         .  .      ;  ' 

dann  wird  y 

Wir  denken  uns  nun  die  bisher  betrachtete  kontinuierliche  Massen- 
verteilung nur  als  Annäherung;  in  Wirklichkeit  sei  eine  Menge  von 
diskreten  Massenpunkten  vorhanden,  deren  individuell  verschiedene 
Masse  m  sei  und  die  von  dem  betrachteten  Aufpunkt  die  individuell 
verschiedene  Entfernung  r  haben  mögen;  dann  wird 


(29)  ■  =  ^  * 


Endlich  denken  wir  uns  in  dem  Aufpunkte  selbst  einen  Massenpunkt 
von  der  Masse  m'.  Multiplizieren  wir  dann  noch  die  Gl.  28  mit  m',  so 
erhalten  wir  die  Beziehung 

,om  ,  d2  xh  d  am  vi 

(a<?)  m  -dT  =  -inrhZ^— 

Nun  sind  die  drei  Größen  d2 xh\dih  nichts  anderes  als  die  Komponenten 
des  räumlichen  Vektors  du /dt,  wenn  rj  die  Geschwindigkeit  des  Massen- 
punktes m  ist;  andererseits  sind  nach  einer  früher  abgeleiteten  und 
schon  oft  benutzten  Beziehung  die  drei  Größen  5(1 jr)jdxh  die  Kompo- 
nenten des  "Vektors  —  r/r3,  wenn  r  der  zu  dem  Aufpunkt  von  einer 
Masse  m  gezogene  Radiusvektor  ist.4    Die  Gl.  30  kann  somit  in  der 


3  Damit  der  Buchstabe  r  nicht  in  zweifacher  Bedeutung  in  derselben  Glei- 
chung vorkomme. 

4  Denn  xh  sind  ja  die  Koordinaten  des  Aufpunktes.  Es  trifft  also  die  Gl.  6 
des  §  39  zu,  -nach  der  bei  veränderlich  gedachter  Lage  des  Aufpunktes 

grada  f  * 

ist,  wenn  r  den  von  dem  Quellpunkte  zu  dem  Aufpunkte  gezogenen  Radiusvektor 
bedeutet. 
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/qi\  ,  d  o  "VT*  *  mm'  r 

(31>  m-at=-2  *  ■ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann  aufgefaßt  werden  als  eine 
Kraft,  die  der  Massenpunkt  m  infolge  des  Vorhandenseins  der  anderen 
Massen  erfährt;  demnach  kann  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
interpretiert  werden  als  die  Resultierende  aus  Einzelkräften,  die  zwischen 
dem  Massenpunkt  m  und  allen  übrigen  Massen  wirken.  Diese  Kräfte 
müssen,  wie  die  Gleichung  zeigt,  die  Richtung  der  Verbindungs- 
linie haben,  und  zwar  müssen  sie  (da  sie  entgegengesetztes  Vorzeichen 
haben  wie  der  von  m  zu  m  gezogene  Radiusvektor)  m  gegen  m  zu 
nähern  trachten,  also  anziehende  Kräfte  sein.  Der  Betrag  der  Kraft 
ist  wiederum  bis  auf  den  universellen  Proportionalitätsfaktor  gleich 
dem  Produkte  der  beiden  Massen,  gebrochen  durch  das  Qua- 
drat ihrer  Entfernung. 

Ein  jeder  Massenpunkt  bewegt  sich  also  infolge  des  Vorhanden- 
seins anderer  Massenpunkte  so,  als  ob  zwischen  allen  Massen  eine 
universelle  Anziehung  bestünde,  für  die  das  eben  angegebene  Gesetz 
gilt.  Dieses  ist  aber  kein  anderes  als  das  bekannte  Gravitations- 
gesetz, das  schon  Newton  aufgestellt  hat, 

§  138.    Die  räumliche  und  zeitliche  Metrik  im  Gravitationsfelde. 

Daß  das  Newton  sehe  Gravitationsgesetz  als  erste  Näherung  aus 
dem  Einstein  sehen  hervorgeht,  bedeutet  an  sich  schon  einen  großen 
Erfolg  der  Einstein  sehen  Theorie.  Die  Möglichkeit  einer  empirischen 
Prüfung  dieser  neuen  Theorie  ergibt  sich  aber  erst  dadurch,  daß  aus 
dem  vollkommeneren  Einstein  sehen  Gesetz  die  Notwendigkeit  verschie- 
dener Erscheinungen  folgt,  die  sich  aus  dem  Newton  sehen  Gesetz  nicht 
ableiten  lassen. 

Die  Einstein  sehen  Gravitationsgleichungen  sind  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung,  in  denen  die  Komponenten  des 
metrischen  Fundamentaltensors  nach  den  Koordinaten  differentiiert  er- 
scheinen. Das  allgemeine  Problem  bestünde  nun  darin,  bei  gegebener 
räumlich-zeitlicher  Materieverteilung  die  Größen  gm  als  Funktionen  der 
Weltkoordinaten  zu  errechnen.  Die  strenge  Lösung  dieses  Problems  ist 
viel  zu  kompliziert,  als  daß  sie  bisjier  gelungen  wäre.  Wohl  aber  hat 
schon  Einstein  und  in  exakterer  Weise  dann  Schwaezschild  die 
Lösung  für  den  speziellen  Fall  ermittelt,  daß  das  Gravitationsfeld 
von  einem  einzelnen  ruhenden  Massenpunkt  erzeugt  werde,  in 
welchem  Falle  natürlich  das  Schwerefeld  räumliche  Kugelsymmetrie  be- 
sitzen muß. 

Die  Rechnungen,  die  zu  umständlich  sind,  als  daß  sie  hier  wieder- 
gegeben werden  sollten,  führten  zu  folgender  Lösung.    Bezeichnen  wir 
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mit  M  die  felderzeugende  einzelne  Masse,  mit  k  die  universelle  Gravi- 
tationskonstante und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

(1)  «  =  -^-> 

dann  ist  in  einer  Entfernung  r  von  dem  felderzeugenden  Massenpunkte 
an  einer  von  Materie  freien  Stelle  mit  den  räumlichen  Koordinaten  xv 


vfc  2axhxk 


1  _  _ 


Ä  =  1,  2,  3 
k  =  1,  2,  3 


Ä      l  0 


r 


(Ä  =  k) 

(ä4=ä) 


Da  die  Gravitationskonstante  die  Dimension  hat  g-1cm3sec~2,  so 
hat  die  durch  die  Gl.  1  definierte  Größe  a  die  Dimension  einer  Länge; 
sie  wird  darum  als  der  Gravitationsradius  der  Masse  bezeichnet. 
Nun  ist 

(3)  *  -  G,68  .  1 0~8  g-1  cm3  sec~2 , 

und  man  erhält  somit  den  Gravitationsradius  einer  Masse  in  Zentimetern, 
indem  man  die  Zahl  von  Grammen  noch  multipliziert  mit  7.10-29.  Es 
ist  daher  z.  B.  der  Gravitationsradius  des  negativen  Elektrons  etwa 
6.10~56cm,  also  unvorstellbar  klein.  Die  Masse  der  Erde  ist  etwa 
6.  1027g,  ihr  Gravitationsradius  also  ungefähr  4  mm.  Die  Sonne  ist 
etwa  330.000  mal  schwerer  als  die  Erde;  ihr  Gravitationsradius  würde 
danach  etwas  größer  sein  als  1  km. 

Die  Gl.  2  gelten  nur  in  dem  Räume  außerhalb  der  felderzeugenden 
Masse.  Für  die  verursachten  Abweichungen  von  der  euklidischen  Metrik 
ist  daher,  wie  man  aus  den  Gl.  2  erkennt,  das  Verhältnis  maßgebend 
zwischen  dem  Gravitationsradius  und  dem  Halbmesser  der  kugelförmig 
gedachten  Masse.  Für  ein  negatives  Elektron  von  einem  Halbmesser 
von  etwa  10~13cm  wäre  das  Verhältnis  ungeheuer  klein,  nämlich  von 
der  Größenordnung  10~43.  Für  die  Erde  wäre  das  Verhältnis  etwa 
6.10-10,  für  die  Sonne  2.10-6.  Für  einen  Stern,  der  einen  zehnmal 
größeren  Durchmesser  als  die  Sonne  und  dieselbe  Dichte  hätte,  wäre 
das  Verhältnis  hundertmal  größer;  denn  die  Masse  und  somit  auch  der 
Gravitationsradius  wächst  ja  wie  die  dritte  Potenz  des  Kugelhalbmessers. 
Für  einen  Stern  von  Sonnendichte  und  einem  Halbmesser  von  etwa 
5.1013cm  würde  der  Gravitationsradius  gleich  dem  Halbmesser;  ein 
solcher  Stern  hätte  einen  Radius,  der  der  Entfernung  der  Planetoiden 
von  der  Sonne  entspricht.  Ein  merklicher  Einfluß  eines  Gravitations- 
feldes auf  die  räumliche  und  zeitliche  Metrik  wäre  daher  bei  atomaren 
Vorgängen  kaum  zu  erwarten,  überhaupt  kaum  auf  der  Erde,  sondern 
eher  auf  der  Sonne  und  in  deren  näheren  Umgebung  sowie  auf  großen 
Sternen.    Eine  empirische  Bestätigung  der  Einstein  sehen  Gravitations- 
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theorie  erscheint  daher  weniger  durch  Laboratoriumsversuche  als  viel- 
mehr durch  astronomische  Messungen  möglich. 

Um  nun  die  Metrik  im  Gravitationsfelde  näher  zu  untersuchen,  be- 
trachten wir  ganz  allgemein  zwei  räumlich  und  zeitlich  benachbarte  Er- 
eignisse, denen  die  Weltkoordinaten  entsprechen  mögen,  x.y,  z,  ict} 
bzw.  x  -j-  dx,  y  +  dy,  z  +  dz,  ic(t  -f  dt).  Die  vierdimensionale  Ent- 
fernung der  beiden  Weltpunkte  ds  ist  ja  eine  Invariante,  also  vom 
Gravitationsfeld  unabhängig.  Nach  dem  verallgemeinerten  pythagorei- 
schen Lehrsatze  (Gl.  5  des  §  134)  ist,  weil  die  gM  nach  Gl.  2  verschwinden, 

(4)  d  s2  m  2  dxh  d xn  +  f/u  d*\  > 

h  =  l  k=l 

wobei 

dx4  =  ict 

ist. 

Sind  nun  im  besonderen  die  beiden  Ereignisse  gleichzeitig,  dann 
stellt  ds  den  räumlichen  Abstand  der  beiden  Orte  dar,  an  denen  die 
beiden  Ereignisse  stattfinden.  Wir  wollen  auch  hierbei  zwei  Spezial- 
fälle unterscheiden.  Im  ersten  Falle  mögen  beide  Orte  in  der  #-Achse 
liegen  in  der  Entfernung  r,  bzw.  r  +  dr  vom  felderzeugenden  Massen- 
punkt.   Es  ist  also  dann 

(5)  x1  =         x2  =  x3  =  0,      d  x2  =  d  x3  =  d  t  =  0, 
also  einfach 

(6)  ds^gndx* 
oder 

ds 

oder  endlich  näherungsweise  nach  Gl.  2 

In  diesem  Falle  erscheint  also  der  in  die  a>Richtung,  somit  radial 
gelegte  Maßstab  durch  das  Gravitationsfeld  verkürzt. 

Im  zweiten  Spezialfall  möge  der  Maßstab  tangential  angelegt 
werden,  also  an  derselben  Stelle,  jedoch  parallel  etwa  der  y-Achse. 
Dann  ist 

(8)  %i  =  r  ,      x2  ==  x.,  ==  0,      d  xl  =  d  x3  =  d  t  =  0  , 
und  somit  wird 

(9)  ds^g^dx^. 
Nun  ist  nach  Gl.  2  und  8 

(10)  gn  =  1  +  ^  =  1  • 
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Ein  tangential  angelegter  Maßstab  erfährt  danach  im  Gravitations- 
feld überhaupt  keine  Veränderung  seiner  Länge.  Ein  Metermaß- 
stab, der  auf  der  Erde  aus  einer  horizontalen  in  eine  vertikale  Lage 
gedreht  wird,  müßte  dabei  eine  Verkürzung  um  ungefähr  1/2fifi  erfahren, 
also  eine  Verkürzung,  die  noch  etwa  zehnmal  kleiner  wäre  als  die 
durch  die  Erdbewegung  hervorgerufene  LoKENTZ-Kontraktion. 

Finden  die  beiden  Ereignisse,  die  durch  die  beiden  benachbarten 
(früher  betrachteten)  Weltpunkte  dargestellt  sind,  an  demselben  Orte 
statt,  so  bedeutet  d  s  den  zeitlichen  Abstand  der  beiden  Ereignisse  (noch 
multipliziert  mit  ic).    Es  ist  also  dann 

(11)  ds2  =  yudx42, 
also  nach  Gl.  2 

(12)  =  -£^  =  ds(l  +f 

Im  Gravitationsfeld  erscheinen  also,  weil  dx^  größer  ist  als  d s, 
alle  Vorgänge  verlangsamt. 

Die  Änderung  der  räumlichen  und  zeitlichen  Metrik  im  Gravitations- 
feld muß  sich  natürlich  auch  darin  äußern,  daß  im  Schwerefeld 
Lichtstrahlen  nicht  geradlinig  verlaufen,  sondern,  wie  man  auch  ohne 
Rechnung  vermuten  kann,  gekrümmt  werden.  In  der  Tat  führt  die 
genaue  Rechnung  (die  als  zu  weitläufig  hier  nicht  wiedergegeben  werde) 
zu  folgendem  Ergebnis.  Geht  ein  Lichtstrahl  an  einer  schweren  Masse 
vom  Gravitationsradius  a  in  einer  Entfernung  r  vorbei  (gemessen  vom 
Zentrum  der  schweren  Masse),  so  erfährt  er  eine  Biegung,  deren  Ge- 
samtbetrag1 im  Bogenmaß  gleich  ist  4a/r. 

Berücksichtigt  man  die  Veränderung  der  Metrik  im  Gravitations- 
feld, so  nehmen  auch  die  KEPLEitschen  Gesetze  eine  komplizier- 
tere Form  an.  Die  genaue  Rechnung  (die  als  zu  umständlich  hier 
nicht  wiedergegeben  werden  möge)  führt  zu  dem  Ergebnis,  daß  sich  die 
großen  Achsen  der  Planetenbahnen  selbst  in  der  Bahnebene  langsam 
drehen  müssen  und  zwar  in  dem  Richtungssinn,  in  dem  der  Planet  um- 
läuft. Das  Perihel  der  Planetenbahn  muß  also  langsam  vorrücken, 
und  zwar,  wie  die  exakte  Rechnung  zeigt,  bei  jedem  Umlauf  um  einen 
Winkel 

/1Q\  ®nU 

(im  Bogenmaß  gemessen);  dabei  ist  a  der  Gravitationsradius  der  Sonne, 
a  die  halbe  große  Achse  und  £  die  Exzentrizität  der  Bahn. 

1  Die  Hälfte  dieses  Betrages  ergibt  sich  übrigens  (wie  Einstein  bereits  1911 
fand)  dadurch,  daß  der  Lichtstrahl  schon  an  sich  infolge  seiner  Energie  im  Schwere- 
feld abgelenkt  wird  (wie  aus  den  beiden  Sätzen  von  der  Trägheit  der  Energie  und 
von  der  Identität  der  trägen  und  der  schweren  Masse  folgt). 


Theorie,  der  Gravitation. 


§  139.   Die  empirische  Bestätigung  der  Einstein  sehen  Gravitationstheorie. 

Die  von  der  Einstein  sehen  Theorie  im  Gegensatze  zu  der  New- 
ton sehen  geforderte  Perihelbewegung  der  Planeten  ist  in  der  Tat 
bereits  im  Jahre  1845  durch  den  Astronomen  Leverrier  bei  dem  der 
Sonne  nächsten  Planeten,  bei  dem  Merkur,  festgestellt  worden,  ohne 
daß  es  den  Astronomen  gelungen  wäre,  für  diese  der  Newton  sehen 
Theorie  widersprechende  Erscheinung  eine  befriedigende  Erklärung  zu 
erbringen.  Die  Perihelbewegung  erfolgt  in  dem  Sinne  der  Planeten- 
bewegung und  beträgt,  wie  schon  damals  Leverrier  feststellte,  43  Bogen- 
sekunden in  einem  Jahrhundert.1  Genau  diesen  Wert  erhielt  nun  aber 
auch  Einstein  aus  der  Gleichung  seiner  Theorie  (Gl.  13  des  §  138),  als 
er  darin  die  bekannten  Werte  der  großen  Achse  und  der  Exzentrizität 
der  Merkurbahn  und  des  Gravitationshalbmessers  der  Sonne  einsetzte. 
War  schon  die  Ableitung  des  Newton  sehen  Gravitationsgesetzes  als 
eines  Spezialfalles  eine  großartige  Leistung  der  Einstein  sehen  Theorie, 
so  bedeutete  einen  noch  größeren  Erfolg  die  wunderbare,  qualitativ  und 
quantitativ  vollkommene  Bestätigung,  die  die  Einstein  sehe  Theorie  durch 
die  einzige  den  Astronomen  schon  früher  bekannte  Erscheinung  erfuhr, 
die  im  Widerspruche  zu  der  Newton  sehen  Theorie  stand. 

Eine  zweite  glänzende  Bestätigung  erfuhr  die  Einstein  sehe  Gravi- 
tationstheorie auf  Grund  der  vorhin  besprochenen  Tatsache,  daß  ein 
Lichtstrahl  bei  dem  Vorbeigehen  an  einer  schweren 
Masse  abgebogen  wird;  die  gesamte  Biegung  beträgt 
hierbei,  wie  schon  erwähnt  wurde,  4«/r.  Da  an  der 
Oberfläche  der  Sonne  das  Verhältnis  a/r,  wie  auch  schon 
erwähnt  wurde,  2.10-6  ist,  so  müßte  ein  unmittelbar 
an  der  Sonne  vorbeigehender  Lichtstrahl  eine 
Biegung  von  insgesamt  8.10-6  oder  (im  üblichen  Winkel- 
maß) von  1,7  Bogensekunden  erfahren.2  Geht  der  Licht- 
strahl in  einer  Entfernung  von  y  Sonnenhaibmessern  vor- 
bei, vom  Sonnenzentrum  aus  gemessen,  so  wäre  seine 
Biegung  1,7"//.  Infolge  der  Strahlkrümmung  könnte  aber 
nun  der  den  Strahl  aussendende  Stern  einem  irdischen 
Beobachter  nicht  an  seinem  tatsächlichen  Orte  erscheinen : 
die  Sterne,  die  der  Sonne  am  Himmel  benachbart  sind, 
müßten  daher  um  ein  klein  wenig  von  der  Sonne 
weg  verschoben  erscheinen,  und  zwar  um  so  mehr,  je  näher  sie 
der  Sonne  sind  (Fig.  80). 


Stern 


1  Um  so  viel  ist  nämlich  die  tatsächlich  beobachtete  Perihelbewegung  größer, 
als  sie  nach  der  Anziehung  aller  in  Betracht  kommender  Himmelskörper  sein  sollte. 

2  Es  ist  ja  (weil  360°  im  Bogenmaße  gleich  2  n  sind)  die  Einheit  des  Bogen- 
maßes gleich  360  .  60  .  60"/2tt. 
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Nun  sind  allerdings  die  Sterne,  die  in  der  Nähe  der  Sonne  stehen, 
im  allgem  einen  un  sieht  bar ;  aber  während  einertotalenSonnenfinsternis 
können  sie  wahrgenommen  werden.  Bei  einer  solchen  müßte  sich  also 
der  „Einstein- Effekt",  falls  er  tatsächlich  vorhanden  ist,  offenbaren.  Als 
für  den  29.  Mai  1919  in  den  Äquatorgegenden  eine  totale  Sonnenfinsternis 
erwartet  wurde,  wurden  daher  unter  der  Leitung  des  Astronomen 
Eddington  zwei  englische  Expeditionen  ausgerüstet,  die  ihre  Beobach- 
tungen in  Sobral  in  Brasilien  und  auf  der  Principe- Insel  an  der  West- 
küste von  Afrika  anstellten.3  Sie  photographierten  während  der  Finsternis 
die  Sonne  mit  den  sie  umgebenden  Fixsternen,  und  die  genauen  Aus- 
messungen der  Platten  ergaben  in  der  Tat  den  von  Elnstein  voraus- 
gesagten Effekt,  nicht  nur  qualitativ,  sondern  auch  quantitativ  voll- 
kommen richtig,  innerhalb  einer  Fehlergrenze  von  etwa  10  °/0. 

Eine  dritte  Möglichkeit  einer  empirischen  Prüfung  ergibt  sich  aus 
der  Änderung  der  zeitlichen  Metrik  im  Gravitationsfeld.  Daraus  schloß 
Einstein,  daß  Spektrallinien,  die  von  Sternen  mit  großer  Masse  zu 
uns  gelangen,  eine  Rotverschiebung  zeigen  müßten.  Dies  und  die 
Größe  der  Verschiebung  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Gl.  12  des 
§138.  Für  die  Sonne  wäre  die  relative  Verschiebung  2.10~~6;  sie 
würde  also  etwa  im  Violetten  0,008  Angstköm -Einheiten  betragen 
(1  Ä.  E.  =  0,1  )/fjL  =  1 .  l0-8cm).  Ein  derartiger  Effekt  liegt  an  der 
Grenze  der  derzeit  erreichbaren  Messungsgenauigkeit.  Eine  endgültige 
Entscheidung  war  daher  auch  bisher  noch  nicht  möglich,  wenn  auch 
Messungen  von  Geebe  und  Bachem  mit  großer  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Vorhandensein  des  Effektes  sprechen.45 

m 

3  Die  Hälfte  des  Effektes  hatte  Einstein  schon  vor  der  Aufstellung  der  all- 
gemeinen Relativitätstheorie  im  Jahre  1911  vorausgesagt  (vgl.  Anm.  1  des  §  138). 
Bereits  im  Jahre  1914  wollte  eine  deutsche  Expedition  bei  einer  im  August  1914 
in  Südrußland  eingetretenen  Sonnenfinsternis  den  vorausgesagten  Effekt  beobachten ; 
aber  ihr  Vorhaben  wurde  durch  den  Kriegsausbruch  vereitelt. 

4  Vgl.  den  Vortiag  von  Grebe  auf  dem  Naturforschertag  in  Nauheim  1920, 
Physikal.  Zeitschrift  21,  S.  662  (1920).  —  Falls  die  Rotverschiebung  tatsächlich 
vorhanden  ist,  könnten  bei  Vervollkommnung  der  Messungen  aus  diesen  wiederum 
Schlüsse  über  die  Größe  der  Sterne  gezogen  werden. 

5  Nur  kurz  sei  auf  eine  interessante  (von  Einstein  selbst  übrigens  abgelehnte) 
Verallgemeinerung  der  allgemeinen  Relativitätstheorie  hingewiesen,  die  im  Jahre 
1918  VVeyl  versucht  hat.  Weyls  Theorie  gründet  sich  auf  das  Postulat,  daß  in 
einer  wahrhaft  allgemeinen,  vorurteilsfreien  Geometrie  nicht  nur,  wie  in  der  Riemann- 
schen,  das  Problem  der  Rkhtungsübei  tragung,  sondern  auch  das  der  Längen- 
übertragung an  sich  unbestimmt  sei.  Wie  jenes  Problem  einen  Sinn  erst  durch 
den  metrischen  Fundamentaltensor  erhält,  so  soll  dieses  Problem  einen  Sinn  erst 
durch  einen  Vektor  erhalten,  der  in  einer  wahrhaft  allgemeinen  Geometrie  not- 
wendigerweise als  eine  von  Stelle  zu  Stelle  verschiedene  Größe  auftreten  müßte. 
Indem  Weyl  diesen  Vektor  als  elektromagnetisches  Viererpotential  deutet  (a.  §  132), 
glaubt  er  durch  ihn  das  elektromagnetische  Feld  der  Minkowski- Welt  bestimmt. 
Eine  gemeinverständliche  Darstellung  der  Weyl  sehen  Theorie  hat  der  Verfasser 
dieses  Buches  in  dem  Aufsatz  versucht  „Die  Physik  als  geometrische  Notwendig- 
keit'4; „Naturwissenschaften1',  8,  1920,  S.  121—127. 

Haas,  Einführung  in  die  theor.  Physik.  II.  16 
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§  140.    Größe  und  Masse  des  Universums. 

Schon  in  der  klassischen  Gravitationstheorie  war  den  Physikern 
und  Astronomen  die  Unvereinbarkeit  des  Newton  sehen  Gravitations- 
gesetzes mit  der  Vorstellung  einer  räumlichen  Unendlichkeit  des 
Weltalls  aufgefallen.  Eine  einfache  Überlegung  läßt  uns  diese  Unver- 
einbarkeit erkennen.  Wir  denken  uns  einen  Raum,  dessen  Linear- 
dimensionen groß  seien  gegenüber  der  Entfernung  zweier  benachbarter 
Fixsterne,  aber  doch  klein  gegenüber  der  Ausdehnung  etwa  der  Milch- 
straße. Den  Quotienten  aus  der  gesamten  Masse  aller  in  diesem  Volu- 
men enthaltenen  Sterne  und  aus  dem  Volumen  selbst  können  wir  dann 
als  die  Dichte  in  diesem. Teil  des  Universums  ansehen.  Wir  denken 
uns  nun  um  eine  irgendwie  als  willkürliches  Zentrum  gewählte  Stelle 
zwei  KugelHächen  konstruiert  mit  den  großen  Radien  r  und  r  +  Ar, 
wobei  auch  Ar  noch  immer  groß  sei  gegenüber  dem  mittleren  Abstand 
zweier  benachbarter  Fixsterne.  Von  beiden  KugelHächen  wird  dann 
eine  ,,Kugelschaleu  (allerdings  von  sehr  großer  Dicke)  begrenzt.  Ist 
nun  die  Dichte  im  Weltall  ziemlich  gleichmäßig  (indem  in  dem  unend- 
lichen Raum  keine  Stelle  vor  der  anderen  bevorzugt  erscheint),  dann 
ist  die  gesamte  Masse,  die  in  der  Kugelschale  enthalten  ist,  proportional 
r2;  die  Anziehung,  die  von  jeder  Masse  auf  das  Zentrum  wirkt,  ist 
wiederum  umgekehrt  proportional  r2.  Die  gesamte  Attraktion,  die  von 
einer  Kugelschale  ausgeht,  ist  somit  näherungsweise  proportional  der 
Schalendicke,  aber  von  r  selbst  unabhängig.  Denken  wir  uns  also  den 
Raum  unendlich  und  gleichmäßig  dicht  mit  Sternen  erfüllt,  so  müßte 
auf  jede  Stelle  von  allen  Richtungen  eine  Anziehungskraft  wirken,  die 
unendlich,  zumindest  aber  unbestimmt  wäre,  so  daß  ein  stabiles  Sonnen- 
system ganz  undenkbar  wäre. 

Denkt  man  sich  andererseits  aber  wieder  das  Weltall  räumlich 
unendlich,  an  Sternenzahl  aber  endlich,  dann  müßte  es  auf  Grund  der 
Ergebnisse  der  kinetischen  Gastheorie  unverständlich  bleiben,  wieso  sich 
nicht  die  den  Molekeln  vergleichbaren  Sterne  im  unendlichen  Welten- 
raume  verlieren,  wieso  überhaupt  zwischen  ihnen  ein  dynamisches  Gleich- 
gewicht möglich  ist. 

Diese  Schwierigkeiten  der  klassischen  Theorie  vermochte  nun  Ein- 
stein durch  die  Annahme  zu  überwinden,  daß  das  Weltall  zwar 
grenzenlos  sei,  gleichwohl  aber  ein  endliches  Volumen  besitze.  Die 
Möglichkeit  einer  solchen  Annahme  ergibt  sich  ja  ohne  weiteres  aus  der 
RiEMANNschen  Geometrie.  Genau  so  wie  eine  Kreislinie  eine  end- 
liche Länge  hat,  ohne  Anfang  und  Ende  zu  besitzen,  genau  so,  wie  es 
auf  der  Erdoberfläche  keinen  Arfang  und  kein  Ende  gibt  und  gleich- 
wohl die  Erde  eine  bestimmte  Zahl  von  Quadratmetern  enthält,  genau 
so  könnte  ein  gekrümmter  Raum  (den  wir  uns  freilich  nicht  vorstellen 
können)  bei  endlichem  Volumen  grenzenlos  sein.    Wie  eine  auf  der 
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Erdoberfläche  gezogene  geodätische  Linie  als  größter  Kugelkreis  wieder 
zum  Ausgangspunkte  zurückführt,  so  wäre  dies  auch  bei  einer  drei- 
dimensionalen kugeligen  Uberfläche,  einem  sogenannten  sphärischen 
Raum,  der  Fall.  Wie  bei  der  Kreislinie  und  der  Kugelliäche,  so  ist 
auch  bei  einem  sphärischen  Raum  ein  Krümmungsradius  anzunehmen, 
und  mit  ihm,  der  R  genannt  werde,  hängt  dann  (wie  hier  nur  ohne  Be- 
weis mitgeteilt  sei)  das  endliche  Volumen  durch  die  einfache  Beziehung 
zusammen 

<1)  F=2n2RK 

Durch  das  Relativitätsprinzip  bat  nun  allerdings  der  Begriff  des 
Raumes  seine  Selbständigkeit  verloren.  Aber  auf  Grund  der  wichtigen 
Erfahrungstatsache,  daß  die  relativen  Sterngeschwindigkeiten 
durchwegs  klein  sind  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit,  können 
wir  gleichwohl  mit  einer  gewissen  Annäherung  die  Minkowski- Welt  in 
Raum  und  Zeit  spalten,  also  doch  näherungsweise  von  einem  Raum 
sprechen,  und  diesen  sieht  nun  Einstein  als  sphärisch  in  dem  eben 
angegebenen  Sinne  an,  also  als  unbegrenzt  bei  endlichem  Volumen. 

Die  Annahme  eines  sphärisch  gekrümmten  Raumes  führt  andererseits 
dazu,  daß  in  dem  EiNSTEiNschen  Gravitationsgesetz  noch  ein  Zusatz- 
glied  hinzukommt,  das  jedoch  für  die  Ableitung  des  NEWTONschen  Ge- 
setzes als  eines  Spezialfalles  sowie  der  drei  Effekte  der  allgemeinen 
Relativitätstheorie  unwesentlich  ist.  Das  kosmologische  GravitationS- 
gesetz  setzt  nämlich  den  Materietensor  nicht  dem  Krümmungstensor 
selbst  gleich,  sondern  der  Differenz  aus  dem  Krümmungstensor  uud  dem 
noch  mit  einer  universellen  Konstanten  multiplizierten  Fundameutal- 
tensor;  auch  in  dieser  ITorm  ist  das  Gtavitationsgesetz  natürlich  unab- 
hängig von  dem  Koordinatensystem.  Nennen  wir  die  universelle,  die 
sogenannte  kosmologische  Konstante  l,  so  nimmt  die  Einstein  sehe 
Gravitationsgleichung  (bei  ko varianter  Schreibweise)  die  Gestalt  an 


(2)  *w-*Ä*Ä-*Ä*-2*, 


hk' 


Zu  dieser  Gleichung  kommt  nun  natürlich  unverändert  noch  die  hinzu, 
die  es  ausdrückt,  daß  die  Weltlinie  geodätisch  sei. 

Verknüpft  man  aber  nun  beide  Gleichungen  mit  der  dritten,  die 
es  zum  Ausdrucke  bringt,  daß  in  dem  (aus  der  Minkowski- Welt  ab- 
gespaltenen) Raum  cfie  sphärische  Metiik  in  dem  früher  besprochenen 
Sinne  herrscht,  dann  führt  die  Rechnung  zu  den  beiden  Beziehungen 


(3) 
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wenn  %  die  Gravitationskonstante  bedeutet  und  @  die  mittlere  Massen- 
dichte im  Universum  und  R  den  Krümmungsradius  des  Uni- 
versums darstellt  (und  nicht  etwa,  wie  in  Gl.  2,  die  Riemann  sehe  In- 
variante). 
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Andererseits  ist,  wenn  wir  die  Gesamtmasse  des  Universums 
mit  M  bezeichnen,  nach  Gl.  1 

1A\  M 

(4)  e  =  $rfw> 

also  nach  Gl.  3 

4:7t  X  M  1 


oder 

(5)  ü/  =  %!iL. 

Durch  diese  von  Einstein  im  Jahre  1917  abgeleitete  Gleichung 
erscheint  die  Masse  des  Universums  mit  seinem  Krümmungshalbmesser 
verknüpft1;  andererseits  zeigt  uns  aber  diese  Formel,  wenn  wir  sie  nach 
der  Gravitationskonstanten  auflösen,  wie  selbst  die  Anziehung  zwischen 
den  kleinsten  Bleikugeln  im  irdischen  Laboratorium  in  ihrer  Stärke  ab- 
hängt von  der  Größe  und  der  Masse  des  ganzen  Weltalls. 


1  Indem  de  Sitter  auf  Grund  astronomischer  Forschungsergebnisse  die 
mittlere  Dichte  im  Universum  abschätzte,  gelangte  er  zu  einem  Werte  des  Krüm- 
mungshalbmessers von  etwa  20  Millionen  Lichtjahren.  Eine  geodätische  Linie 
wäre  im  sphärisch  gekrümmten  Räume  etwa  hundert  Millionen  Lichtjahre 
lang.  Da  infolge  der  Raumkrümmung  jeder  Lichtstrahl  nach  etwa  100  Millionen; 
Jahren  wieder  zu  der  Lichtquelle  zurückkehren  müßte,  so  wäre  es  (wenn  man  einen 
so  weit  entfernten  Stern  überhaupt  sehen  könnte)  denkbar,  daß  ein  Stern  des  nörd- 
lichen Himmels  mit  einem  des  südlichen  identisch  ist;  genau  so  wie  etwa  auf  dem 
Äquator  ein  von  einem  Punkte  um  10,COO  km  östlich  entfernter  Ort  identisch  wäre 
mit  einem,  der  in  westlicher  Rieht un<;  um  30,000  km  entfernt  ist.  —  Auf  Grund  der 
Schätzung  de  Sitters  würde  sich  nach  Gl.  5  die  Masse  des  Universums  zu  ungefähr 
1053g  ergebeu;  sie  wäre  also  trillionenmal  so  groß  wie  die  Masse  der  Sonne.  Durch 
eine  Zahl  von  der  Größenordnung  1077  wäre  die  Gesamtzahl  aller  Elektronen  im 
Weltall  bestimmt. 
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Zusammenfassung  des  Inhalts  des  zweiten  Bandes. 

XL  Kapitel.    Theorie  der  Spektren. 

§  78.  In  ihrer  Anwendung  auf  Schwingungsvorgänge  führt  die 
Hypothese  des  elementaren  Wirkungsquantums  zu  der  Folgerung,  daß 
sich  Schwingungsenergie  aus  Energieelementen  von  der  Größe  hv  zu- 
sammensetze. Die  Energieelemente  der  elektromagnetischen  Strahlung 
werden  als  Lichtquanten  bezeichnet.  Die  wechselseitige  Umwandlung 
zwischen  korpuskularer  und  Wellenstrahlung  wird  durch  ein  von  Ein- 
stein aufgestelltes  Gesetz  geregelt,  wonach  die  Umwandlung  zwischen 
der  kinetischen  Energie  je  eines  Elektrons  und  je  einem  Lichtquantum 
erfolgt;  das  kinetische  Energieelement  ist  aber  dargestellt  durch  das 
Produkt  eV,  wenn  V  die  Potentialdifferenz  bedeutet,  der  das  Elektron 
seine  kinetische  Energie  verdankt.  Die  Einstein  sehe  Gleichung  erklärt 
Gesetzmäßigkeiten,  die  bei  der  Erregung  von  Röntgenstrahlung  durch 
Kathodenstrahlen,  bei  dem  lichtelektrischen  Effekt  und  bei  der  Fluores- 
zenz festgestellt  werden.  Im  Sinne  der  Einstein  sehen  Gleichung  kann 
jede  Energie  durch  eine  äquivalente  Frequenz  oder  eine  äquivalente 
Spannung  gemessen  werden. 

§  79.  In  seiner  Anwendung  auf  periodische  Kreisbewegungen  fuhrt 
das  Quantenprinzip  nach  Bohr  zu  der  Folgerung,  daß  solche  Kreis- 
bahnen ausgezeichnet  seien,  für  die  der  mit  2n  multiplizierte  Drehimpuls 
ein  ganzzahliges  Vielfaches  des  elementaren  Wirkungsquantums  darstellt. 
Der  der  Quantenzahl  n  entsprechende  Bahnhalbmesser  ist  demnach 
durch  die  Gleichung  bestimmt 

n  h 

mav  —  — — 

2  7Z 

§  80.  Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  Rtjthereord  sehe 
Modell  des  Wasserstoffatoms  führte  Bohr  zu  der  Folgerung,  daß  sich 
die  Energiewerte  der  quantentheoretisch  ausgezeichneten  Bahnen  um- 
gekehrt verhalten  wie  die  Quadrate  der  Quantenzahlen. 

§  81.  Indem  Bohr  annahm,  daß  bei  dem  Ubergang  zwischen  zwei 
quantentheoretisch  ausgezeichneten  Bahnen  je  ein  Lichtquantum  emittiert 
oder  absorbiert  wird,  gelangte  er  zu  einer  allgemeinen  Spektralformel, 
die  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Frequenzwerten,  somit  eine  ein- 
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fache  Mannigfaltigkeit  von  Serien  ergibt;  nach  der  Bohr  sehen  Spektral- 
formel ist 


(z  Kernladungszahl,  s  und  n  Qnantenzahlen). 

§  82.  Die  einfachen  Gesetzmäßigkeiten,  die  Balmer  in  der  optischen 
Serie  des  Wasserstoffs  entdeckt  hatte  und  die  später  auch  in  zwei 
anderen  Serien  des  Wasserstoffs  festgestellt  wurden,  finden  durch  die 
BoHRSche  Theorie  ihre  Erklärung.  Die  optische  Serie  entsteht  bei  der 
Emission  durch  Ubergang  in  einen  zweiquantigen  Endzustand.  Zwei 
fälschlich  dem  Wasserstoff  zugeschriebene  Serien  wurden  durch  die 
BoHRSche  Theorie  als  dem  ionisierten  Helium  zugehörig  erkannt,  was 
auch  in  der  Tat  durch  spätere  Experimente  bestätigt  wurde. 

§  83.  Die  spektroskopische  Fundamentalkonstante,  die  Rydberg  scher 
Schwingungszahl,  ist  mit  dem  elementaren  Wirkungsquantum  und  den 
Grundgrößen  der  Elektronentheorie  durch  die  Formel  verknüpft 


Diese  Formel  gestattet  eine  genaue  Berechnung  von  e  und  h  und 
weiterhin  auch  der  Loschmidt sehen  Zahl,  die  die  Zahl  der  in  einem 
Grammatom  enthaltenen  Atome  darstellt. 

§  84.  Die  sogenannte  Violettverschiebung  der  Heliumlinien  gegen- 
über den  Wassersiofflinien  vermochte  Bohr  vollkommen  zu  erklären, 
als  er  auch  die  Mitbewegung  des  Atomkernes  berücksichtigte.  Die 
derart  verbesserte  Theorie  gestattet  es,  durch  Ausmessung  der  Violett- 
verschiebung die  spezifische  Ladung  der  negativen  Elektronen  zu  berechnen; 
der  so  ermittelte  Wert  stimmt  vollkommen  mit  demjenigen  überein,  den 
die  Messung  der  Ablenkung  der  Kathodenstrahlen  ergeben  hatte. 

§  85.  Indem  Sommerfeld  die  Kreisbahnen  des  Bohr  sehen  Modells 
durch  elliptische  Bahnen  ersetzte  und  im  Sinne  der  Relativitätstheorie 
die  Abhängigkeit  der  Masse  von  der  Geschwindigkeit  berücksichtigte, 
erhielt  er  statt  der  zweifachen  eine  vierfache  Mannigfaltigkeit  von 
Frequenzwerten  und  damit  eine  theoretische  Erklärung  für  die  Fein- 
struktur der  Spektrallinien.  Die  aus  der  Theorie  berechnete  Schwin- 
gungsdifferenz des  Wasserstoff dubletts  stimmt  vollkommen  mit  der  be- 
obachteten überein;  besonders  glänzend  wurde  die  Theorie  durch  die 
Ausmessungen  des  Heliumspektrums  bestätigt. 

§  86.  Die  von  Kossel  begründete  Erweiterung  der  Bohr  sehen 
Atomtheorie  nimmt  an,  daß  die  den  Kern  umgebenden  negativen  Elek- 
tronen in  Schalen  verteilt  seien,  denen  bei  stabiler  Anordnung  ganz 
bestimmte  Besetzungszahlen  zukommen.  Die  inneren  Schalen  aller 
Atome  weisen  daher  gleiche  Beschaffenheit  auf.  Die  Lineardimensionen 
der  Schalen  erscheinen  hierbei  wiederum  durch  Quantenbeziehungen 
geregelt. 
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§  87.  Die  zentralen  Serien  der  Atome  stellen  deren  Röntgenspektren 
dar.  Durch  den  Ubergang  in  die  innerste  Schale  entsteht  die  -AT-Serie, 
durch  Übergang  in  die  zweit-,  drittinnerste  Schale  usw.  die  Z-,  die 
Üf-Serie  uud  so  fort.  Aus  der  Art  der  Entstehung  dieser  Linien  er- 
geben sich  wichtige  Dublettbeziehungen.  Die  Anregungsspannung  einer 
Linie  ist  immer  äquivalent  der  Energie  des  Endniveaus.  Die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Frequenz  einer  bestimmten  Röntgenlinie  wächst  nahezu 
linear  mit  der  Kernladungszahl,  ebenso  die  vierte  Wurzel  aus  der 
Schwingungsdiff  renz  des  Z-Dubletts. 

§  88.  Auf  Elektronenübergänge,  die  sich  an  der  Atomperipherie 
abspielen,  sind  die  sogenannten  optischen  Spektren  zurückzuführen.  Die 
sinngemäße  Anwendung  der  Bohr  sehen  Prinzipe  erklärt  viele  Gesetz- 
mäßigkeiten, die  bei  den  optischen  Spektren  schon  früher  festgestellt 
worden  waren. 

§89.  Die  Anwendung  der  Bohr  sehen  Prinzipe  auf  die  Rotations- 
bewegung starr  gedachter  Molekeln  führt  zu  einer  Deutung  des  Rotations- 
spektrums und  der  Gesetzmäßigkeiten,  die  die  Bandenspektren  charakte- 
risieren. Im  Gegensatze  zu  der  Elektronenenergie  ist  die  molekulare 
Rotationsenergie  dem  Quadrate  der  Quantenzahl  direkt  proportional. 

§  90.  Läßt  man  in  dem  Atommodell  positive  und  negative  Elek- 
trizität ihre  Rollen  vertauschen,  so  ergibt  sich  ein  Modell,  das  etwa 
tausendmal  kleinere  Lineardimensionen  hat  und  das  daher  als  Kern- 
modell angesehen  werden  kann. 

XII.  Kapitel.    Theorie  der  Grundstoffe. 

§91.  Die  Untersuchung  der  Röntgenspektren  ermöglicht  es,  die 
Grundstoffe  nach  wachsender  Kernladungszahl  in  eine  natürliche  Reihe 
zu  ordnen,  die  von  dem  Wasserstoff  bis  zu  dem  Uran  reicht  und  die 
bei  Berücksichtigung  von  fünf  einstweilen  noch  vorhandenen  Lücken 
92  Stellen  umfaßt.  Mit  ganz  wenigen  und  unwesentlichen  Ausnahmen 
nimmt  in  dieser  Reihe  auch  das  Atomgewicht  von  Element  zu  Ele- 
ment zu. 

§  92.  Da  die  Elektronen  in  den  Atomschalen  nur  bei  bestimmten 
Besetzungszahlen  stabil  angeordet  sein  können,  so  werden  im  allgemeinen 
Atome  mit  stabilen  Schälen  nicht  elektrisch  neutral  sein  können,  sondern 
Ionen  darstellen.  Der  Unterschied  zwischen  der  Kernladungszahl  und 
der  Zahl  der  den  Kern  umgebenden  negativen  Elektronen  bestimmt  die 
(positive  oder  negative)  Valenz.  Sie  äußert  sich  bei  der  Elektrolyse  und 
bei  der  chemischen  Bindung.  Aus  der  völligen  chemischen  Passivität 
der  Edelgase  muß  geschlossen  werden,  daß  deren  Schalen  auch  im 
neutralen  Zustande  voll  besetzt  sind.  Durch  die  Edelgase  zerfällt  die 
natürliche  Reihe  der  Grundstoffe  in  einzelne  Perioden:  in  eine  zwei- 
gliedrige Vorperiode,  in  zwei  kleine  Perioden  von  je  acht  Elementen, 
zwei  große  von  je  18  und  in  eine  ganz  große  von  32;  die  letzte  Periode 
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bricht  mit  dem  Uran  ab.  Nach  der  Wertigkeit  lassen  sich  acht  Gruppen 
von  Grundstoffen  unterscheiden,  die  wiederum  in  je  zwei  Untergruppen 
zerfallen. 

§  93.  Außer  in  der  Valenz  äußert  sich  die  chemische  Periodizität 
auch  in  vielen  physikalischen  und  chemischen  Eigenschaften,  vor  allem 
hinsichtlich  des  Atomvolumens  und  des  Spektrums.  Nach  dem  spektro- 
skopischen Verschiebungssatz  von  Sommerfeld  und  Rossel  weisen  die 
Funkenspektren  der  Grundstoffe  einer  Gruppe  denselben  Charakter  auf 
wie  die  Bogenspektren  der  vorangehenden  Gruppe. 

§  94.  Die  von  den  Ionen  ausgehenden  elektrostatischen  Kräfte 
sind  die  Ursache  der  chemischen  Affinität  und  der  Molekelbildung.  Da 
in  den  Atomen  die  Elektrizität  individuell  in  der  Form  einzelner  Elek- 
tronen verteilt  ist,  können  neben  heteropolaren  auch  homöopolare  Bin- 
dungen auftreten;  auf  solche  sind  die  mehratomigen  Grundstoffmolekeln 
und  die  Komplexverbindungen  zurückzuführen.  Als  Riesenmolekeln 
müssen  die  Kristalle  angesehen  werden. 

§  95.  Aus  der  Tatsache,  daß  zwei  Atome  bei  gleicher  Kernladungs- 
zahl gleichwohl  eine  verschiedene  Zahl  von  positiven  Elektronen  und 
somit  verschiedene  Masse  haben  können,  erklärt  sich  die  Erscheinung 
der  Isotopie,  die  zuerst  bei  den  Radioelementen,  später  mittels  der 
Kanalstrahlenanalyse  auch  bei  vielen  gewöhnlichen  Grundstoffen  nach- 
gewiesen wurde.  Isotope  zeigen  bei  verschiedenem  Atomgewicht  das 
gleiche  chemische  und  fast  das  gleiche  physikalische  Verhalten. 

§  96.  Eine  ^-Umwandlung  verschiebt  einen  Grundstoff  im  peri- 
odischen System  um  zwei  Stellen  nach  links,  bei  gleichzeitiger  Verminde- 
rung des  Atomgewichtes  um  vier  Einheiten.  Eine  ß- Umwandlung  ver- 
schiebt den  Grundstoff  um  eine  Stelle  nach  rechts  ohne  eine  merkliche 
Änderung  des  Atomgewichtes.  Die  Physik  kennt  bisher  zwei  Umwand- 
lungsreihen, die  des  Urans,  die  sich  in  die  Radium-  und  die  Aktinium- 
reihe teilt,  und  die  des  Thoriums. 

§  97.  Indem  Rütherford  Stickstoffkerne  mit  «-Teilchen  bombar- 
dierte, gelang  ihm  die  künstliche  Zertrümmerung  der  Stickstoffkerne, 
wobei  einerseits  Wasserstoff-,  andererseits  X3- Kerne  frei  werden.  Aus 
diesen  Versuchen  und  aus  den  Erscheinungen  der  Radioaktivität  muß 
geschlossen  werden,  daß  sich  die  Kerne  der  Grundstoffe  aus  den  Kernen 
der  einfachsten  Elemente  (H,  X3,  He)  und  aus  negativen  Elektronen 
aufbauen. 

XIII.  Kapitel.  Statistik. 

§  98.  Die  Betrachtung  individueller  Zustandsverteilungen  führt  zu 
dem  Begriff  der  statistischen  Wahrscheinlichkeit;  man  versteht  darunter 
die  Zahl  der  Komplexionen,  durch  die  eine  bestimmte  Verteilung  reali- 
siert werden  kann.  Ist  w.  der  Bruchteil,  der  sich  in  dem  durch  den 
Index  i  charakterisierten  Zustand  befindet,  und  N  die  Gesamtzahl  der 
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Individuen,  so  gilt  für  den  Wahrscheinlichkeitslogarithmus  die  Beziehung 

In  W=  —  N^w.lww.. 

Aus  dem  Begriff  der  statistischen  Wahrscheinlichkeit  folgt  unmittelbar, 
daß  zwischen  zwei  Verteilungen  der  Ubergang  in  der  Richtung  zu- 
nehmender statistischer  Wahrscheinlichkeit  wahrscheinlicher  ist  als  in 
der  entgegengesetzten  Richtung.  Da  es  andererseits  für  die  statistische 
Wahrscheinlichkeit  eine  obere  Grenze  geben  muß,  so  muß  daher  jedes 
System,  dessen  Zustandsverteilung  sich  ständig  ändert,  ein  scheinbares 
Bestreben  zeigen,  in  die  wahrscheinlichste  Verteilung  überzugehen  und, 
wenn  diese  erreicht  ist,  in  ihr  zu  verharren. 

§  99.  Einem  System  komme  von  einer  Größe  eine  bestimmte 
Quantität  B  zu,  die  gleich  sei  der  Summe  der  Teilbeträge,  die  hiervon 
auf  die  einzelnen  Individuen  entfallen;  der  Teilbetrag,  der  einem  Indi- 
viduum in  einem  bestimmten  Einzelzustand  zukommt,  sei  vollkommen 
bestimmt  durch  solche  Größen,  die  in  einem  Augenblick  für  alle  Indi- 
viduen des  Systems  denselben  Wert  haben  und  die  darum  als  Parameter 
des  Systems  bezeichnet  werden.  Als  kanonisch  kann  dann  eine  Ver- 
teilung definiert  werden,  deren  statistische  Wahrscheinlichkeit  ein  Extre- 
mum  darstellt  für  solche  Variationen  der  Verteilung,  bei  denen  die  ge- 
samte Quantität,  die  Individuenzahl  und  die  Parameter  ungeändert 
bleiben.    Die  kanonische  Verteilung  ist  durch  die  Formel  beschrieben 

V-ßi 

id.  =  e  0  , 

wobei  der  Verteilungsmodul  0  und  die  Größe  %p  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  sind 

i.A.  ß. 

Bezeichnet  man  das  Produkt  JVip  mit       so  ist 

Die  Größen  B,  ifj,  und  W  sind  vollkommen  bestimmt  durch  Ver- 
teilungsmodul und  Parameter.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  die  kanonische 
Verteilung  die  wahrscheinlichste  ist,  in  die  jedes  System  überzugehen 
strebt.  Infinitesimale  kanonische  Änderungen  verlaufen  ohne  Änderung 
der  statistischen  Wahrscheinlichkeit  und  erscheinen  darum  in  beiden 
Richtungen  gleich  wahrscheinlich;  sie  erscheinen  umkehrbar  oder 
reversibel. 

§  100.  Indem  wir  unter  der  Quantität  nunmehr  Energie  E  ver- 
stehen, für  die  der  Erhaltungssatz  gelte,  ergeben  sich  zwei  wichtige 
Formeln.   Wird  mit  d  Q  eine  unendlich  kleine  Energiemenge  bezeichnet, 
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die  dem  System  von  der  Energie  E  zugeführt  wird,  während  es  gleich- 
zeitig durch  Änderung  seiner  Parameter  die  Arbeit  dA  verrichtet,  so  ist 

dQ  =  dE  +  dA. 

Weiterhin  ist  aber 

%=  d\\n  W). 

Es  stellen  also  einerseits  die  Differenz  zwischen  der  zugeführten  Energie 
und  der  Arbeit,  andererseits  der  Quotient  aus  der  zugeführten  Energie 
und  dem  Modul  vollständige  Differentiale  zweier  Funktionen  dar,  die 
nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  des  Systems  abhängen  und  durch 
Modul  und  Parameter  vollständig  bestimmt  sind.  Die  zweite  Funktion 
hat  aber  nach  dem  früher  Gesagten  die  Eigentümlichkeit,  daß  sie  einem 
Maximum  zuzustreben  und  nur  bei  reversiblen  Prozessen  konstant  zu 
bleiben  scheint. 

§  101.  Der  Wahrscheinlichkeitslogarithmus  eines  zusammengesetzten 
Systems  ist  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeitslogarithmen  der 
Einzelsysteme.  Er  stellt  dann  ein  Maximum  dar,  wenn  alle  Teilsysteme 
bei  kanonischer  Einzelverteilung  denselben  Modul  haben;  dann  besteht 
zwischen  ihnen  statistisches  Gleichgewicht.  Systeme  mit  verschiedenen 
Modulwerten  trachten  diese  auszugleichen  und  zwar  derart,  daß  nicht 
von  selbst  Energie  von  einem  System  mit  kleinerem  zu  einem  mit 
größerem  Modulwert  übergeht. 

§  102.  Die  negativen  partiellen  Ableitungen  von  der  als  freien 
Energie  bezeichneten  Größe  W  nach  den  Parametern  können  als  stati- 
stische Kräfte  bezeichnet  und  diese  zusammen  mit  den  Parametern  und 
dem  Verteilungsmodul  als  Zustandsgrößen  des  Systems  angesehen  werden. 
Es  zeigt  sich,  daß  zwischen  diesen  (2r  +  1)  Zustandsgrößen  r  Zustands- 
gieichungen bestehen  müssen,  so  daß  von  den  (2r  +  1)  Zustandsgrößen 
beliebige  (r  +  1)  als  unabhängige  Zustandsvariable  ausgewählt  werden 
können.  Als  statistisch  homogen  wird  ein  System  detiniert,  das  nur 
einen  einzigen  Parameter  hat,  der  gebildet  wird  von  dem  Quotienten 
aus  dem  Volumen  und  der  Individuenzahl.  Für  ein  solches  System  ist 
der  Druck  gleich  der  negativen  partiellen  Ableitung  der  freien  Energie 
nach  dem  Volumen. 

§  103.  Betrachtet  man  Kreisprozesse,  die  sich  aus  zwei  isomodu- 
lischen  und  zwei  adiabatischen  Teilprozessen  zusammensetzen,  so  kann 
als  Wirkungsgrad  des  Kreisprozesses  das  Verhältnis  zwischen  der  ver- 
richteten Arbeit  und  der  bei  dem  ersten  isomodulischen  Teilprozeß  auf- 
genommenen Energie  angesehen  werden.  Durch  Messungen  des  Wir- 
kungsgrads ist  es  einem  Beobachter  auch  dann  möglich,  eine  exakte 
Skala  der  Modulwerte  zu  schaffen,  wenn  ihm  jeder  Einblick  in  das 
Innere  der  Systeme  verwehrt  ist  und  er  lediglich  das  Verhalten  der 
Systeme  nach  außen  zu  erkennen  vermag. 

§  104.  Ist  die  individuelle  Energie  eine  rein  quadratische  Funktion 
eines  Teiles  der  individuellen  Zustandsgrößen,  und  zwar  von  insgesamt  sy 
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und  gehören  zu  den  Zustandsgrößen,  vou  denen  die  individuelle  Energie 
nicht  abhängt,  die  Lagenkoordinaten  der  punktförmig  gedachten  Indi- 
viduen, so  ist  der  Mittelwert  der-  individuellen  Energie 

0 

(Gleichverteilungssatz).  Ist  das  System  überdies  statistisch  homogen,  so 
wird  einfach 

pv  =  NO . 

§  105.  In  einem  System  stehender  Schwingungen  ist  nach  dem 
Satze  von  Rayleigh  und  Jeans  die  auf  die  Volumeinheit  bezogene  Zahl 
der  Eigenschwingungen,  deren  Frequenz  in  einem  Intervall  zwischen  v 
und  v  +  dv  liegt,  gleich  47iv2/v3  (v  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Schwingungen). 

§  106.  Ein  System  stehender  Schwingungen  befindet  sich  im  stati- 
stischen Gleichgewicht,  wenn  alle  Teilsysteme  von  verschiedenen  Fre- 
quenzen denselben  Wert  des  Verteilungsmoduls  haben.  In  einem  quanten- 
haft schwingenden  System  ist  dann  die  Energiedichte  der  vierten  Potenz 
des  Verteilungsmoduls  proportional  und  der  Druck  wiederum  gleich  dem 
dritten  Teil  der  Energiedichte. 

XIV.  Kapitel.  Thermodynamik. 

§  107.  Die  molekular  verteilte  Energie  wird  von  der  theoretischen 
Physik  als  die  im  Inneren  der  Körper  enthaltene  Wärme  interpretiert 
In  solchen  Fällen,  in  denen  Energie  unter  Wärmeentwicklung  scheinbar 
verloren  geht,  läßt  sich  die  entstandene  Wärme  direkt  in  Energieeinheiten 
messen.  Andererseits  läßt  sich  durch  Anstellung  von  Kreisprozessen 
und  durch  Messungen  von  deren  Wirkungsgraden  eine  exakte  Skala  der 
Wärmemodulwerte  schaffen.  Eine  konventionell  willkürliche  Skala  der 
Wärmemodul  werte  stellt  dann  die  übliche  Temperaturskala  dar. 

§  108.  Die  Schaffung  einer  Temperaturskala  ermöglicht  "weiterhin 
auch  die  Schaffung  einer  willkürlichen  Einheit  der  Wärmemenge.  Die 
in  Energieeinheiten  gemessene  Energie,  die  dieser  willkürlichen  Wärme- 
einheit gleichkommt,  stellt  das  mechanische  Wärmeäquivalent  dar. 

§  109.  Die  in  der  allgemeinen  Statistik  gewonnenen  Sätze  müssen 
ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  in  ihnen  der  Verteilungsmodul  der 
Temperatur  proportional  gesetzt  und  statt  von  Energie  von  Wärme  ge- 
sprochen wird.  Es  ergeben  sich  so  die  beiden  Hauptsätze  der  Thermo- 
dynamik: I.  Wird  einem  System  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge 
zugeführt,  während  es  gleichzeitig  Arbeit  verrichtet,  so  stellt  die  Diffe- 
renz zwischen  der  zugeführten  Wärme  und  der  verrichteten  Arbeit  das 
vollständige  Differential  einer  Funktion  dar,  die  als  die  innere  Energie 
nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  des  Systems  abhängt  und  daher 
bei  einer  Zahl  von  r  Parametern  durch  (r  -j-  1)  unabhängige  Zustands- 
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variable  bestimmt  ist.  II.  Der  Quotient  aus  der  zugeführien  infinitesi- 
malen Wärmemenge  und  der  Temperatur 

d4  =  dB 

stellt  das  totale  Differential  einer  zweiten,  als  Entropie  bezeichneten 
Funktion  dar,  die  ebenfalls  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  des 
Systems  abhängt  und  daher  auch  durch  (r  -f-  1)  Zustandsvariable  voll- 
kommen bestimmt  ist.  Drückt  man  das  Verhältn.s  zwischen  Wärnie- 
modul und  Temperatur  durch  die  universelle  Konstante  k  aus,  setzt 
man  also 

6=  kT, 

so  wird  die  Entropie 

S  =  k  In  W 

(B oltz m anns che s  Entropiegesetz).  Die  Entropie  muß  dieselben  Eigen- 
tümlichkeiten zeigen  wie  der  Wahrscheinlichkeitslogarithmus.  Die 
Entropie  scheint  einem  Maximum  zuzustreben  und  nur  bei  reversiblen 
Vorgängen  konstant  zu  bleiben.  Verschiedene  Körper  können  sich  nur 
bei  Gleichheit  der  Temperatur  im  thermodynamischen  Gleichgewicht 
befinden.  Körper  von  verschiedener  Temperatur  trachten  diese  aus- 
zugleichen, und  zwar  derart,  daß  dabei  Wärme  nicht  von  selbst  von 
einem  kälteren  Körper  zu  einem  wärmeren  übergeht. 

§  110.  Der  Satz  von  der  Vermehrung  der  Entropie  ist  kein  Gesetz 
im  eigentlichen  Sinne,  sondern  nur  eine  Kegel,  deren  Befolgung  viel 
wahrscheinlicher  ist  als  deren  Verletzung.  Merkliche  Ausnahmefälle 
sind  (wegen  der  Kleinheit  der  Molekeln)  unter  allem  menschlichen  Vor- 
stellungsvermögen selten  und  dürfen  somit  als  praktisch  ausgeschlossen 
gelten. 

§  111.  Bei  isothermen  Prozessen  ist  die  geleistete  Arbeit  gleich 
der  Abnahme  der  freien  Energie.  Andererseits  gilt  für  Prozesse,  die 
ohne  Leistung  äußerer  Arbeit  verlaufen,  die  Helmholtz  sehe  Gleichung 


Mit  dem  Begriff  der  freien  Energie  (F)  hängt  eng  der  des  thermodyna- 
mischen Potentials  zusammen,  das  für  ein  homogenes  System  die  Form 
annimmt 

0>=  E  -  TS  +  PF. 

§  112.  Ausdehnungskoeffizient,  Spannungskoeffizient  und  Kompres- 
sionsmodul, die  die  Zustandsänderungen  eines  Systems  charakterisieren, 
sind  miteinander  durch  eine  Gleichung  verknüpft,  die  es  gestattet,  aus 
zweien  dieser  Größen  die  dritte  zu  berechnen.  Da  sich  die  innere 
Energie  entweder  ausdrücken  läßt  als  Funktion  von  Temperatur  und 
Volumen  oder  als  Funktion  von  Temperatur  und  Druck,  und  da  das- 
selbe auch  für  die  Entropie  gilt,  so  läßt  sich  eine  Reihe  von  Sätzen 
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über  die  Zustandsänderungen  eines  homogenen  Systems  ableiten.  Bei 
einer  isothermen  Vergrößerung  des  Volumens  nimmt  z.  B.  ein  Körper 
Wärme  auf  oder  er  gibt  sie  ab,  je  nachdem  ob  sein  Spannungskoeffizient 
bei  der  betreffenden  Temperatur  positiv  oder  negativ  ist.  Ist  der  Aus- 
dehnungskoeffizient positiv,  so  bewirkt  eine  adiabatische  Vermehrung 
des  Druckes  Erwärmung,  eine  adiabatische  Vermehrung  des  Zuges  Ab- 
kühlung.   Ist  der  Ausdehnungskoeffizient  negativ,  so  ist  es  umgekehrt. 

§  113.  Bei  dem  Versuche  von  Thomson  und  Joule  wird  Gas  unter 
einem  Uberdruck  aus  einem  Behälter  adiabatisch  in  einen  zweiten 
übergeleitet.  Die  Messungsergebnisse  bieten  die  Möglichkeit,  die  Skala 
eines  Thermometers  auf  die  thermodynamische  Temperaturskala  zu 
reduzieren. 

§  114.  Ein  System,  das  aus  verschiedenen  Phasen  eines  Stoffes  im 
thermodynamischen  Gleichgewicht  zusammengesetzt  ist, .  stellt  einen  ge- 
sättigten Komplex  koexistierender  Phasen  dar.  Gleichgewicht  ist  nur 
möglich,  wenn  alle  koexistierenden  Phasen  denselben  Druck  und  die- 
selbe Temperatur  und,  auf  die  Masseneinheit  bezogen,  dasselbe  thermo- 
dynamische Potential  haben.  Koexistieren  zwei  Phasen,  so  besteht  daher 
ein  funktionaler  Zusammenhang  zwischen  Sättigungsdruck  und  Sättigungs- 
*  temperatur;  ihm  entspricht  bei  graphischer  Darstellung  in  einer  p-T- 
Ebene  eine  Sättigungskurve,  bei  Koexistenz  von  drei  Phasen  aber  ein 
sogenannter  Tripelpunkt. 

§  115.  Bei  einem  System  von  Molekeln,  bei  dem  die  Voraus- 
setzungen zutreffen,  die  zu  dem  Gleich verteilungssatz  führten,  nimmt 
die  Zustandsgieichung  die  einfache  Form  an 

pv  =  RT, 

wenn  v  das  auf  eine  Grammolekel  bezogene^spezifische  Volumen  ist  und 
R  das  Produkt  aus  der  Konstanten  k  und  der  Loschmidt sehen  Zahl. 
Diese  Gleichung  stellt  das  Gesetz  der  idealen  Gase  dar.  Die  Voraus- 
setzungen, die  zu  dieser  Gleichung  führen,  erscheinen  erfüllt,  wenn  man 
sich  die  Gasmolekeln  in  rascher  Translationsbewegung  denkt,  voneinander 
jedoch  so  weit  entfernt,  daß  die  Kräfte,  die  zwischen  den  Molekeln 
allenfalls  wirken,  außer  Betracht  bleiben  und  die  Molekeln  wie  Massen- 
punkte angesehen  werden  können.  Aus  dem  Gasgesetz  folgt,  daß  bei 
konstanter  Temperatur  Druck  und  Volumen  einander  umgekehrt  pro- 
portional sind  (Gesetz  von  Boyle);  ferner  daß  bei  gleichem  Druck  und 
gleicher  Temperatur  gleiche  Volumina  verschiedener  Gase  dieselbe  Zahl 
von  Molekeln  enthalten  müssen  (Gesetz  von  Avogadro).  Das  Verhältnis 
der  beiden  spezifischen  Wärmen  wird  für  einatomige  Gase  gleich  5/3, 
während  es  für  mehratomige  Gase  zwischen  1  und  5/3  liegen  muß. 

§  116.  Indem  van  der  Waals  die  anziehenden  Kräfte  zwischen 
den  Molekeln  berücksichtigte  und  weiterhin  auch  den  Umstand,  daß  in- 
folge der  molekularen  Zusammensetzung  das  spezifische  Volumen  eines 
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Gases  nicht  unter  eine  bestimmte  Grenze  verringert  werden  kann,  ge- 
langte er  zu  der  nach  ihm  benannten  Zustandsgieichung 

(p  +  il)  (»-!>)  =  ZT 

{a  und  b  Konstanten).  Die  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Iso- 
thermen haben,  woferne  T  unterhalb  eines  bestimmten  kritischen 
Wertes  liegt,  für  einen  gegebenen  Wert  von  p  drei  reelle  Wurzeln  für 
v{vx  <  v2  <  v3).  Bei  einem  spezifischen  Volumen  kleiner  als  vx  soll  nach 
der  Theorie  von  van  der  Waals  die  Substanz  flüssig,  bei  einem  spezi-^ 
fischen  Volumen  größer  als  v3  gasförmig  sein,  während  im  allgemeinen 
zwischen  den  Werten  vx  und  v3  die  Isotherme  durch  eine  der  u-Achse 
parallele  Gerade  zu  ersetzen  sein  soll,  die  der  Koexistenz  beider  Aggregat- 
zustände entspricht.  Oberhalb  der  kritischen  Temperatur  erscheint  daher 
eine  Verflüssigung  eines  Gases  unmöglich. 

§  117.  Die  Wärme  der  festen  Körper  wird  von  der  modernen 
Theorie  auf  molekulare  Schwingungen  zurückgeführt,  deren  Energie  im 
Sinne  der  Quantenhypothese  sich  aus  Energieelementen  von  der  Größe  hv 
zusammensetzen  soll.  Daraus  folgt  näherungsweise  das  schon  früher 
bekannt  gewesene  Gesetz  von  Dülong  und  Petit,  wonach  die  auf  das 
Grammatom  bezogene  spezifische  Wärme,  die  sogenannte  Atomwärme, 
gleich  ist  der  dreifachen  Gaskonstanten  R,  also  etwa  gleich  ist  sechs 
Kalorien.  Durch  die  neuere  Theorie  erklären  sich  aber  auch  die  Ab- 
weichungen von  dem  Dulong sehen  Gesetz,  die  schon  bei  normaler 
Temperatur  bei  dem  Diamanten,  bei  tiefen  Temperaturen  aber  bei  allen 
Körpern  beobachtet  werden. 

§  118.  Sieht  man  mit  Debye  den  festen  Körper  näherungsweise 
als  ein  von  stehenden  elastischen  Wellen  erfülltes  Kontinuum  an,  so 
führt  die  statistische  Ttieorie  zu  der  Folgerung,  daß  bei  tiefsten 
Temperaturen  die  spezifische  Wärme  der  dritten  Potenz  der  Temperatur 
proportional  ist  (Satz  von  Debye),  und  daß  für  den  absoluten  Nullpunkt 
sowohl  der  Temperaturkoeitizient  der  freien  Energie  als  auch  die 
Entropie  verschwindet  (Nernst scher  Wärmesatz).  Danach  muß  für  sehr 
tiefe  Temperaturen  allgemein  auch  der  Ausdehnungskoeffizient  ver- 
schwinden. 

§  119.  Ein  System  stehender  elektromagnetischer  Schwingungen 
wird  als  Hohlraumstrahlung  bezeichnet,  woferne  es  mit  Körpern  im 
thermodynamischen  Gleichgewicht  steht.  Die  Energiedichte  der  Hohl- 
raumstrahlung ist  der  vierten  Potenz  der  Temperatur  proportional. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Emissionsvermögen  eines  schwarzen  Körpers 
(Stefan sches  Gesetz),  weil,  wie  eine  geometrische  Betrachtung  zeigt, 
das  Emissionsvermögen  gleich  ist  dem  vierten  Teil  der  noch  mit  der 
Lichtgeschwindigkeit  multiplizierten  Euergiedichte  der  Strahlung.  Für 
den  universellen  Proportionalitätsfaktor  zwischen  Emissionsvermögen  und 
der  vierten  Potenz  der  Temperatur  ergibt  die  Quantentheorie  die  Deutung 
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48  7t  a 

wobei  w  =  1,008  eine  reine  Zahl  (=  rc4/90)  darstellt. 

§  120.  Zerlegt  man  das  Emissionsvermögen  spektral,  so  gilt  für 
das  spezifische  Emissionsvermögen  in  seiner  Abhängigkeit  von  Farbe 
und  Temperatur  das  Planck  sehe  Strahlungsgesetz 

v        2  7i  h  c2  1 

eftAr- 1 

Das  spezifische  Emissionsvermögen  besitzt  ein  Maximum  für  eine  Wellen- 
länge, deren  Verschiebung  mit  der  Temperatur  durch  die  Beziehung 
bestimmt  ist 

^max  .T=b 

(Wien sches  Verschiebungsgesetz).  Die  universelle  Konstante  b  ist  dabei, 
wie  die  Quantentheorie  zeigt,  gleich  chjßk,  wenn  ß  (die  Wurzel  einer 
transzendenten  Gleichung)  die  reine  Zahl  4,^651  bedeutet.  Aus  den 
Konstanten  des  Stee an  sehen  und  des  WiENschen  Gesetzes  konnte 
Planck  als  erster  die  Werte  von  h  und  k  und  damit  auch  der  Loschmidt- 
schen  Zahl  sowie  des  elektrischen  Elementarquantums  genau  berechnen. 


XV.  Kapitel.  Relativitätstheorie. 

§  121.  Aus  der  klassischen  Physik  schien  sich  die  Folgerung  zu 
ergeben,  daß  es  nur  ein  einziges  Bezugssystem  geben  könne,  in  dem 
sich  das  Licht  nach  allen  Richtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit 
ausbreitet.  Es  schien  daher  die  Möglichkeit  gegeben,  durch  ein  geeig- 
netes optisches  Experiment,  das  von  Michelson  erdacht  wurde,  eine 
absolute  Bewegung  der  Erde  nachzuweisen.  Die  tatsächliche  Durch- 
führung des  Versuches  zeigte  aber,  daß  der  erwartete  Effekt  bestimmt 
nicht  vorhanden  sei. 

§  122.  Den  vermeintlichen  Widerspruch  zwischen  der  theoretischen 
Physik  und  dem  JVJichelson  sehen  Versuche  vermochte  Einstein  dadurch 
zu  lösen,  daß  er  die  Unnahbarkeit  des  Vorurteiles  einer  absoluten  Zeit 
aufdeckte.  Das  Einstein  sehe  Relativitätsprinzip  behauptet,  daß  die 
Zeitangaben,  mittels  deren  ein  physikalischer  Vorgang  beschrieben  wird, 
relativ  und  von  dem  Standpunkte  des  beschreibenden  Beobachters  ab- 
hängig sind;  daß  andererseits  aber  die  Zeitangaben  durch  die  Forderung 
bedingt  sind,  daß  sich,  durch  sie  ausgedrückt,  für  den  Beobachter  das 
Licht  stets  nach  allen  Richtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit  aus- 
breiten soll. 

§  123.  Bei  einem  Ubergang  von  einem  Koordinatensystem  zu  einem 
anderen,  das  gegenüber  dem  ersten  in  der  gemeinsamen  ^-Richtung  mit 
der  konstanten  Translationsgeschwindigkeit  u  gleichförmig  bewegt  ist, 
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erfahre u   die   räumlichen  Koordinaten   und  die  Zeit  eine  sogenannte 
LoEENTZ-Transformation,  die  durch  die  Formeln  beschrieben  wird 
,         x  —  ut  , 

y  =  y. 


V 


t  = 


t  TT  X 


§  124.  Durch  das  Relativitätsprinzip  verliert  der  Begriff  der 
Gleichzeitigkeit  seine  absolute  Bedeutung.  Zwei  Ereignisse,  die  in  bezug 
auf  einen  Beobachter  gleichzeitig  zu  erfolgen  scheinen,  scheinen  es  nicht 
für  einen  Beobachter,  der  gegenüber  dem  ersten  bewegt  ist.  Ein  be- 
wegter Körper  erfährt  in  der  Bewegungsrichtung  eine  Kontraktion  im 
Verhältnis  1 :  ]/l  —  v2/c2 .  Eine  „bewegte  Uhr"  geht  langsamer  als  eine 
ruhende. 

§  125.  An  die  Stelle  des  Satzes  vom  Geschwindigkeitsparallelo- 
gramm tritt  in  der  Relativitätstheorie  das  Einstein  sehe  Theorem  der 
Geschwindigkeitsaddition.  Wird  zu  einer  Geschwindigkeit  q'  noch  eine 
hinzuaddiert  von  dem  Betrage  u  und  von  einer  Richtung,  die  als  ar-Rich- 
tung  gewählt  werde,  so  ist  die  resultierende  Geschwindigkeit  ry  durch 
die  Gleichungen  bestimmt 


und 


(für  vz  gilt  eine  analoge  Gleichung  wie  für  vy).  Überlichtgeschwindigkeiten 
erscheinen  danach  unmöglich. 

§  126.  Durch  das  Einstein  sehe  Theorem  der  Geschwindigkeits- 
addition ergibt  sich  eine  einfache  Deutung  für  den  Fizeaü  sehen  Ver- 
such, der  gezeigt  hatte,  daß  Licht  an  der  Bewegung  einer  strömenden 
Flüssigkeit  nur  mit  einem  Bruchteil  aq  der  Strömungsgeschwindigkeit^ 
teilzunehmen  scheint;  cc,  der  sogenannte  Mittührungskoeffizient,  hängt 
dabei  mit  dem  Brechungsexponenten  n  der  Flüssigkeit  durch  die  Be- 
ziehung zusammen 

a  —  1  s-  • 

§  127.  Die  Anwendung  der  LoRENTZ-Transformation  auf  die  Glei- 
chung einer  Lichtwelle  führt  zu  dem  Doppler  sehen  Prinzip,  wonach 
Spektrallinien,  die  von  einer  bewegten  Lichtquelle  herrühren,  eine  Ver- 
schiebung nach  dem  Violett  oder  dem  Rot  erfahren  müssen,  je  nachdem 
ob  sich  die  Lichtquelle  zu  dem  Beobachter  hin  oder  von  ihm  weg  be- 
wegt. Näherungsweise  ist,  wenn  u  die  radiale  Komponente  der  Ge- 
schwindigkeit bedeutet, 
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Im  Gegensatze  zu  der  älteren  Theorie  läßt  die  Relativitätstheorie  eine 
geringe  Verschiebung  auch  bei  einer  Transversalbewegung  erwarten.  Auch 
die  Aberration  des  Lichtes  findet  durch  das  Relativitätsprinzip  ihre 
Erklärung.  , 

§  128.  Den  durch  das  Relativitätsprinzip  ausgedrückten  Zusammen- 
hang zwischen  der  relativen  Zeit  und  den  drei  räumlichen  Koordinaten 
kann  man,  wie  Minkowski  fand,  auch  dahin  geometrisch  interpretieren, 
daß  sich  die  mit  i  c  multiplizierte  Zeit  und  die  räumlichen  Koordinaten 
untereinander  so  verhalten  wie  vier  Koordinaten  in  einer  vierdimensio- 
nalen  Geometrie.  In  der  vierdimensionalen,  Raum  und  Zeit  verknüpfen- 
den Mannigfaltigkeit,  die  als  die  Minkowski- Welt  bezeichnet  wird,  ent- 
spricht einer  LoEENTZ-Transformation  eine  Drehung  des  vierfachen 
Achsenkreuzes  um  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ihrem 
Betrage  nach  gleich  ist  ujc.  Jede  Bewegung  erscheint  hinsichtlich  der 
Abhängigkeit  des  Ortes  von  der  Zeit  darstellbar  durch  eine  von  dem 
Bezugssystem  unabhängige  Weltlinie.  Die  Länge  eines  Weltlinien- 
elementes stellt,  durch  ic  dividiert,  das  Element  der  Eigenzeit  des  be- 
wegten Massenpunktes  dar. 

§  129.  Das  zweite  Newton  sehe  Bewegungsgesetz  besitzt  in  der 
Relativitätstheorie  nur  mehr  eine  angenäherte  Gültigkeit,  nämlich  nur 
für  den  Fall,  daß  die  mechanische  Geschwindigkeit  klein  ist  gegenüber 
der  Lichtgeschwindigkeit.  Sonst  hängt  die  Masse  von  der  Geschwindig- 
keit ab,  indem  die  Impulsmasse 


ist,  wenn  ^  die  Eigenmasse  bedeutet.  Diese  Formel  wird  durch  Mes- 
sungen über  die  Ablenkung  von  verschieden  raschen  /2-Strahlen  und  über 
die  Feinstruktur  der  Spektrallinien  bestätigt.  Nach  der  Relativitäts- 
theorie sind  im  allgemeinen  auch  nicht  mehr  Beschleunigung  und  Kraft 
gleich  gerichtet,  sondern  die  Beschleunigung  bildet  mit  der  Bewegungs- 
richtung stets  einen  größeren  Winkel  als  die  Kraft. 

§  130.  Die  Relativitätstheorie  führt  zu  dem  wichtigen  Satze  von 
der  Trägheit  der  Energie.  Jeder  Energiemenge  kommt  danach  eine 
träge  Masse  zu,  die  sich  durch  Division  der  Energie  durch  c2  ergibt, 
und  umgekehrt  besitzt  jede  Masse  eine  Eigenenergie  p  c2.  Durch  den 
Satz  von  der  Trägheit  der  Energie  lassen  sich  die  Abweichungen  der 
Atomgewichte  von  den  ganzen  Zahlen  erklären. 

§  131.  Ist  d  s  das  Element  einer  Weltlinie  und  xh  eine  der  vier 
Weltkoordinaten,  so  stellen  die  vier  Größen  dxjds  die  Komponenten 
eines  Weltvektors  dar.  Multipliziert  man  diese  Größen  paarweise  unter- 
einander und  die  Produkte  noch  mit  der  Ruhdichte  der  Eigenmasse,  so 
erhält  man  die  16  Komponenten  des  „Materietensors".    Die  räumlich- 
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zeitlichen  Komponenten  stellen  die  (noch  mit  —  ijc  multiplizierte,  Im- 
pulsdichte dar,  die  rein  zeitliche  Komponente  aber  die  Massendichte. 

§  132.  Die  drei  räumlichen  Komponenten  der  elektrischen  Strom- 
dichte und  die  elektrische  Ladungsdichte  lassen  sich  zu  einem  vier* 
dimensionalen  Vektor  zusammenfassen,  der  als  Viererstrom  bezeichnet 
wird.  Andererseits  stellen  die  drei  Komponenten  der  magnetischen  und 
die  drei  (imaginären)  der  elektrischen  Feldstärke  die  sechs  Komponenten 
eines  schiefsymmetrischen  vierdimensionalen  Tensors  dar,  der  als  der 
elektromagnetische  Feldtensor  bezeichnet  wird.  Die  Maxwell  sehen 
Gleichungen  lassen  sich  in  die  einfache  Aussäge  zusammenfassen,  daß 
der  Viererstrom  die  Vektordivergenz  des  elektromagnetischen  Feldten- 
sors ist,  der  seinerseits  die  Rotation  eines  Weltvektors  darstellt. 

XVI.  Kapitel.    Theorie  der  Gravitation. 

§  133.  Die  allgemeine  Relativitätstheorie  legt  der  Beschreibung 
der  Minkowski- Welt  statt  der  euklidischen  die  allgemeinere  Riemann  sehe 
Geometrie  zugrunde,  indem  sie  annimmt,  daß  die  Minkowski- Welt  infolge 
der  räumlich-zeitlichen  Materieverteilung  „gekrümmt"  sei.  Die  Behaup- 
tung, daß  in  dieser  gekrümmten  Welt  die  Bewegung  eines  Massenteil- 
chens, auf  das  keine  elektromagnetischen  Kräfte  wirken,  durch  eine  geo- 
dätische Weltlinie  beschrieben  sei,  stellt  die  Verallgemeinerung  des  Be- 
harrungsgesetzes und  zugleich  das  neue  Gravitationsgesetz  dar.  Aus 
dieser  Auffassung  folgt  unmittelbar  der  Satz  von  der  Identität  der 
schweren  und  der  trägen  Masse.  Da  in  der  allgemeinen  Relativitäts- 
theorie an  die  Stelle  der  Cartesischen  die  allgemeineren  Gauss ischen 
Koordinatensysteme  treten,  so  kann  nunmehr  jeder  Übergang  zwischen 
zwei  ganz  beliebig  gegeneinander  bewegten  räumlichen  Bezugssystemen 
dargestellt  werden  durch  eine  vierdimensionale  Koordinatentransformation. 
Als  ein  Sonderfall  der  neuen  Theorie  erscheint  somit  die  frühere,  seit- 
dem als  spezielle  bezeichnete  Relativitätstheorie,  die  die  Gleichwertig- 
keit zweier  Bezugssysteme  auf  den  Spezialfall  der  gleichförmigen  Trans- 
lation beschränkt  hatte. 

§  134.  In  der  Riemann  sehen  Geometrie  tritt  an  die  Stelle  des 
pythagoreischen  Lehrsatzes  dessen  Verallgemeinerung 

h  k 

wobei  die  Größen  ghk  die  Komponenten  des  metrischen  Fundamental- 
tensors darstellen.  Für  rechtwinklige  Cartesische  Koordinatensysteme 
wird  ghk  gleich  eins  oder  null,  je  nachdem  ob  h  gleich  k  oder  ungleich 
k  ist.  Bei  Zugrundelegung  der  Riemann  sehen  Geometrie  muß  unter- 
schieden werden  zwischen  kovarianten  und  kontravarianten  Vektoren, 
die  sich  bei  Änderungen  des  Koordinatensystems  verschieden  transfor- 
mieren. Vektoren  sind  aufzufassen  als  Tensoren  ersten  Ranges.  Indem 
man  sämtliche  Komponenten  zweier  Vektoren  paarweise  miteinander 
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multipliziert,  erhält  man  die  Komponenten  eines  Tensors  zweiten  Ranges, 
allgemein  durch  paarweise  ausgeführte  Multiplikation  aus  zwei  Tensoren 
von  dem  Range  z  und  z"  einen  vom  Range  [z  -j-  z").  Andererseits 
kann  man  durch  die  Operation  der  Verjüngung  aus  jedem  Tensor  einen 
von  einem  um  zwei  niedrigeren  Range  ableiten,  Bildet  man  aus  den 
ko Varianten  Größen  ghlc  die  Determinante,  so  stellen  die  Unterdeter- 
minanten, dividiert  durch  den  Betrag  der  Determinante,  die  Kompo- 
nenten ghK  des  kontravarianten  Fundamentaltensors  dar. 

§  135.  Aus  der  Definition  der  geodätischen  Linie  als  der  kürze- 
sten Verbindung  zwischen  zwei  Punkten  folgt  deren  Gleichung  in  der 
Riemann  sehen  Geometrie.  In  dieser  Gleichung  treten  die  Chkistoeeel- 
schen  Drei-Indizes-Symbole  auf,  die  sich  zusammensetzen  aus  den  Kompo- 
nenten des  metrischen  Fundamentaltensors  und  aus  deren  partiellen 
Ableitungen  nach  den  Koordinaten. 

§  136.  In  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  geodätischen  Linie 
führen  mathematische  Überlegungen  zu  einem  gemischten  Tensor  vierten 
Ranges,  der  als  der  Riemann  sehe  Tensor  bezeichnet  wird  und  der  nur 
von  den  Drei-Indizes-Symbolen  und  von  deren  partiellen  Ableitungen 
nach  den  Koordinaten  abhängt.  Die  Verjüngung  des  Tensors  führt  zu 
einem  Tensor  zweiten  Ranges  (verjüngter  RiEMANNScher  Tensor 
und  aus  diesem  läßt  sich  ein  Skalar 

h  k 

ableiten,  der  als  die  Riemann  sehe  Invariante  bezeichnet  wird. 

§  137.  Integriert  man  den  Riemann  sehen  Skalar  über  ein  beliebig 
abgegrenztes  Gebiet  einer  geometrischen  Mannigfaltigkeit  und  bildet 
man  dann  die  Variation  dieses  Integrals  derart,  daß  der  Fundamental- 
tensor nur  innerhalb  der  Begrenzungen  variiert  wird,  so  wird  man  zu 
einem  Tensor  geführt 

shk  =  Rhk~  ii9hkR- 
Diesen  Tensor  setzen  die  Einstein  sehen  Feldgleichungen  bis  auf  einen 
universellen  Proportionalitätsfaktor  (f)  gleich  dem  Materietensor,  also 

In  der  Minkowski- Welt,  deren  Krümmung  durch  diese  Feldgleichungen 
beschrieben  wird,  soll  nun  die  Bewegung  eines  Masseupunktes  durch 
eine  geodätische  Weltlinie  dargestellt  sein.  Macht  man  die  speziellen 
Annahmen,  daß  erstens  die  Abweichungen  von  der  euklidischen  Geo- 
metrie gering  sind,  zweitens  die  mechanischen  Geschwindigkeiten  klein 
sind  gegenüber  der  Lichtgeschwindigkeit,  und  drittens  das  Gravitations- 
feld statisch  ist,  so  wird  man  in  erster  Annäherung  zu  dem  bekannten 
Newton  sehen  Gravitationsgesetz  geführt.    Die  Gravitationskonstante  ist 
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§  138.  Ist  das  Gravitationsfeld  von  einem  einzelnen  ruhenden 
Massenpunkt  erzeugt,  so  wird  näherungsweise 


Hierbei  bedeutet  r  die  Entfernung  von  dem  Massenpunkt,  a  aber  den 
Gravitationsradius  der  felderzeugenden  Masse,  der  sich  ergibt,  wenn  man 
die  Masse  mit  %/c2  multipliziert.  Im  Gravitationsfeld  erscheinen  alle 
Vorgänge  verlangsamt  im  Verhältnis  1  :(1  +  a/r).  Lichtstrahlen  müssen 
im  Schwerefeld  gekrümmt  werden,  und  auch  die  Kepler  sehen  Gesetze 
müssen  eine  kompliziertere  Form  annehmen  als  in  der  klassischen 
Theorie;  es  muß  das  Perihel  der  Planetenbahnen  in  der  Umlaufsrichtung 
langsam  vorrücken  und  zwar  bei  jedem  Umlauf  um  den  Betrag 

ßn  a 

wenn  a  die  große  halbe  Achse  und  s  die  Exzentrizität  der  Planeten- 
bahn ist. 

§  139.  Die  Einstein  sehe  Gravitationstheorie  erscheint  durch  zwei 
Erfahrungstatsachen  qualitativ  und  quantitativ  vollkommen  bestätigt: 
erstens  durch  die  schon  früher  entdeckte  Perihelbewegung  des  sonnen- 
nächsten Planeten,  des  Merkur,  und  zweitens  durch  die  bei  einer  Sonnen- 
finsternis im  Jahre  1919  festgestellte  und^ gemessene  Biegung,  die  von 
Sternen  kommende  Lichtstrahlen  bei  dem  Vorbeigehen  an  der  Sonne 
erfahren.  Als  dritter  Effekt  kann  noch  die  Rotverschiebung  der  von 
der  Sonne  oder  von  schweren  Sternen  herrührenden  Spektrallinien 
hinzukommen. 

§  140.  Durch  eine  Erweiterung  seines  Gravitationsgesetzes  gelangte 
Einstein  zu  der  Annahme^  daß  der  Raum  sphärisch  gekrümmt  sei  und 
somit  trotz  seiner  Grenzenlosigkeit  ein  endliches  Volumen  besitze.  Er 
fand  die  Gleichung 

Durch  diese  Beziehung  erscheint  die  Gesamtmasse  des  Universums  (M) 
mit  dem  Krümmungshalbmesser  des  Raumes  (R)  und  der  Gravitations- 
konstante verknüpft. 
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Atomtheorie 

E  Energie 

L  Loschmidt  sehe  Zahl 
M  Masse  des  positiven  Elektrons 
N  KYDBERG-sche  Schwingungszahl 
U  molekularer  Drehimpuls 
V  Potential 

a  Bahnradius  (in  §  87  Abschir- 
mungskonstante) 
b  (in    §  87)  Abschirmungskon- 
stante 
c  Lichtgeschwindigkeit 
e  elektrisches  Elementarquantum 
h  elementares  Wirkungsquantuni 
m  Masse  des  negativen  Elektrons 
wH  Masse  des  Wasserstoffatoms 


..  XI  und  XII). 
n  Quantenzahl 

p  Drehimpuls  oder  generalisierter 

Impuls 
q  Lagenkoordinate 
s  Quantenzahl 
v  Geschwindigkeit 
w  Winkelgeschwindigkeit 
z  Kernladungszahl 
0  molekulares  Trägheitsmoment 
a  Verhältnis    der  einquantigen 
Bahngeschwindigkeit  des  Was- 
serstoffatoms zu  c 
v  Frequenz 
co  Umlaufszahl. 


Statistische  Wärmelehre  (Kap.  XIII  und  XIV). 


A  Arbeit 

B  (in  §  94)  individuell  verteilte 

Quantität 
C  Mol-  oder  Atomwärme 
E  Energie 
F  freie  Energie 

J  mechanisches  Wärmeäquivalent 
K  Emissionsvermögen 
L  Loschmidt  sehe  Zahl 
N  Individuen-,  bzw.  Molekelzahl 
Q  Energie-,  bzw.  Wärmemenge 
R  Gaskonstante 
S  Entropie 

T  absolute  Temperatur 
U  statistische,   bzw.  thermische 
Kraft 


V  Volumen 

W  statistische  Wahrscheinlichkeit 
Z  Zahl  der  Eigenschwingungen 
a  Stefan  sehe  Konstante  (in  §  1 1 6 
erste  van  der  WAALSsche  Kon- 
stante) 

b  Wien  sehe  Konstante  (in  §  1 1 6 
zweite  van  der  WAALSsche 
Konstante) 

cp  spez.  Wärme  bei  konstantem 
Druck 

cv  spez.  Wärme  bei  konstantem 

Volumen 
e  spez.  Energie 

h  elementares  Wirkungsquantum 
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m  individuelle    oder  molekulare 
Masse 

n  Zahl  der  Gramm-Molekeln 
p  Druck 

q  spez.  Wärmemenge 

s  spez.  Entropie  (oder  Zahl  der 

Freiheitsgrade) 
u  Parameter 

v  spez.  Volumen  oder  Geschwin- 
digkeit 

wi  Bruchteil  der  Individuenzahl  im 

z-ten  Zustand 
6  Verteilungsmodul 
0  thermodynamisches  Potential 
W  freie  Energie 

a  Ausdehnungskoeffizient  (oder 

die  reine  Zahl  1,0823) 
ß  Spann ungskoeffizient  (oder  Teil- 


betrag der  Quantität  oder  die 

reine  Zahl  4,9651) 
y  Absorptionskoeffizient 
e  individuelle    oder  molekulare 

Energie 
f  Dichte  der  freien  Energie 
r]  Energiedichte 

#  thermometrische  Temperatur 

x  Verhältnis  der  beiden  spez. 
Wärmen  (in  §  112  Kompres- 
sionsmodul) 

1  Wellenlänge  (in  §  114  spez. 
Reaktionswärm  e) 

v  Frequenz 

cp  thermodynamisches  Potential 

der  Masseneinheit 
ip  freie  Energie  pro  Individuum. 


Relativitätstheorie 

A,  B,  C  beliebiger     Vektor  oder 
Tensor 

E{1£)  elektrische  Feldstärke 
F  elektromagnetischer  Feld- 
tensor 

G  Unterdeterminante  des  me- 
trischen Fundamentalten- 
sors 

E[§)  magnetische  Feldstärke 
K{St)  Kraft 

R  Riemann  scher  Tensor  oder 
Skalar  (in  §  140  Krüm- 
mungsradius der  Welt) 
8  Krümmungstensor 
T  Materietensor 
h  Beschleunigung 
c  Lichtgeschwindigkeit 
ds  Weltlinienelement 


(Kap.  XV  und  XVI). 

g  metrischer  Fundamentaltensor 

m  Masse 

q  MiNKOWSKi-Geschwindigkeit  (in 
§  126  Strömungsgeschwindig- 
keit) 

s  Viererstrom 

t  Zeit  (in  §  131  Tensor) 

u  relative  Translationsgeschwin- 
digkeit zweier  Bezugssysteme 

v  Geschwindigkeit 

a  Gravitationsradius  (in  §  126 
Mitführungskoeffizient) 

S  gemischter  Fundamentaltensor 

x  Gravitationskonstante 

a  Eigenmasse 

o  Massen-  oder  Ladungsdichte 
r  Eigenzeit. 


Die  universellen  Konstanten  der  Physik. 


Konstante 

Symbol 

1 

Wert 

Bbiggs  scher 
Logarithmus 

Elektrisches  Elementarquan- 

e 

4,774. 10-10g*cm*  sec"1 

\J,U  t  oo  — 

tum  . 

(±0,004) 

Masse  des  negat.  Elektrons 

m 

9,00.10~28g 

0,954  - 

28 

(±0,02) 

Masse  des  posit.  Elektrons 

M 

1,662. 10-24g 

0,2206  - 

24 

Elementares  Wirkungsquan- 

h 

6,545. 10-27  ergsec 

0,8159  - 

27 

tum 

/4-0  0121 

Lichtgeschwindigkeit 

c 

2,9990. 1010  cm  sec"1 

10,47698 

BoLTZMANNsche  Konstante 

k 

1,372. 10~16erg  grad-1 

0,1374  - 

16 

kxl  dvibatiunöKunötanie 

0,00.  iu    g    cm  sec 

0,825  - 

8 

Lo Schmidt  sehe  Zahl 

L 

6,060. 1023 

23  7825 

Ladung  d.  einwert.  Gramm- 

L .  e  1  c 

9,6494. 103gicmi 

atoms 

Mjm 

1845 

Rydbeeg  sehe  Schwingungs- 

K 

3,2910.  lO^sec"1 

15,51733 

zahl 



JVoo/c 

109737,11  cm-1 

5,04035 

(±0,06) 

Spez.  Laduog  des  negativen 

ejm 

5,304. 1017g-2  enri" sec"1 

17,7246 

Elektrons 

Spez.  Ladung  des  positiven 

ejM 

2,87.10l4g-i  emt  sec"1 

14,458 

Elektrons 

Verhältnis  der  einquant.  Ge- 

a 

7,30. 10-3 

0,863  - 

3 

schwindigkeit  des  Wasser- 

stoffatoms zu  c 

Mechanisches  Wärmeäqui- 

J 

4,19.107erg/cal 

valent 

Gaskonstante 

R 

8,315. 107erg/grad 

7,91.;  9 

„          (in  thermischem 

R 

1,98  cal/grad 

0,297 

Maß) 

Stefan  sehe  Konstante  (theo- 

a 

7,65.10~~15erg  cm~3grad~4 

0,884  - 

15 

retisch  berechnet) 

Wien  sehe  Konstante 

b 

0,2885  cm.'grad 

0,460  - 

1 

Chronologische  Übersicht. 


Um   400  v.  Chr.  Demokeit  begründet  die  Atomistik. 

Um    350  v.  Chr.  Aristoteles  entwirft  auf  verfehlter  Grundlage  das  erste 

System  der  Dynamik. 
Um   250  v.  Chr.  Archimedes  stellt  den  Satz  vom  Massenmittelpunkt  auf. 
Um  1250 n.Chr.  Bei  Jordanus  Nemorarius  Anfänge  des  Prinzips  der 


virtuellen  Verrückungen. 

1543.  CoPERNicanisches  Weltsystem. 

Um  1590.  Galilei  begründet  die  Lehre  vom  freien  Fall  und  von 

der  Pendelbewegung. 
Um  1600.  Stevin  stellt  zuerst  Kräfte  durch  gerichtete  Strecken  dar. 

1609.  Erstes  und  zweites  KEPLERsches  Gesetz. 

1619.  Drittes  Kepler sches  Gesetz. 

Um  1620.  Snelliüs  entdeckt  das  Brechungsgesetz. 

1638.       (    Veröffentlichung  der  „Discorsi"  Galileis. 

1644.  Descartes  formuliert  das  Beharrungsgesetz. 

1660.  Gesetz  von  Boyle. 

1 663,  Grimaldi  veröffentlicht  die  Entdeckung  der  Lichtbeugung. 

1669.  Stoßgesetze  von  Hütgens. 

1669.  Bartholinus  teilt  dieEntdeckung  der  Doppelbrechung  mit. 

1672.  Newton  entdeckt  die  Dispersion  des  Lichtes. 

1673.  Hutgens  entwickelt  in  seinem  Horologium  oscillatorium 
die  Theorie  der  Kreis-  und  der  Pendelbewegung. 

1676.  Kömer  bestimmt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 

Lichtes. 

1686.  Leibniz  stellt  den  Begriff  der  lebendigen  Kraft  auf. 

1687.  Newton  veröffentlicht  sein  großes  Werk  „Philosophiae 
naturalis  principia  mathematica". 

1690.  Hutgens  entwickelt  in  seinem  „Traite  de  la  lumiere" 

die  Undulationstheorie  des  Lichtes. 
1704.  Newton  veröffentlicht  seine  „Optik". 

1717.  Johann  Bernoulli  formuliert  das  Prinzip  der  virtuellen 

Verrückungen. 
1724.  Fahrenheit  begründet  die  Thermometrie. 

1727.  Bradlet  entdeckt  die  Aberration  des  Lichtes. 

1727.  Grat  entdeckt  die  Elektrizitätsleitung. 

1733.  Dufat  entdeckt  den  Dualismus  der  Elektrizität. 

1736.  Euler  entwickelt  in  seiner  „Mechanica"  die  natürlichen 

Bewegungsgleichungen. 
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1738.  „Hydrodynamica"  von  Daniel  Bernoulli. 

1743.  Prinzip  von  d'Alembeet. 

1763.  Eulee  verknüpft  zuerst  die  Dynamik  mit  der  analytischen  Geo- 
metrie des  Eaumes. 

1763.  Eulee  begründet  die  Mechanik  fester  Körper. 

1770.  Wilke  schafft  den  Begriff  der  spezifischen  Wärme. 

1773.  Anfänge  der  Potential theorie  bei  Lageange. 

1785.  Gesetz  von  Coulomb. 

1788.  Lageange  veröffentlicht  seine  ,.Mecanique  analytique". 

1797.  Kiewan  begründet  die  Hypothese  des  molekularen  Magnetismus. 

1799.  Laplace  beginnt  die  Veröffentlichung  seiner  „Mecanique  Celeste". 

1800.  Yotjng  stellt  das  Superpositionsprinzip  der  Schwingungen  auf. 

1801.  Young  berechnet  die  Wellenlängen  der  verschiedenen  Farben. 

1802.  Gesetz  von  Gay-Lussac. 

1802.  D alton  s  Gesetz  der  Partialdrucke. 

i805.  Daltons  Gesetz  der  multiplen  Proportionen. 

1808.  Malus  entdeckt  die  Polarisation  des  reflektierten  Lichtes. 

1809.  Peevosts  Theorie  der  Wärmestrahlung. 
1811.  Satz  von  Gauss. 

1811.  Gesetz  von  Avogadeo. 

1814.  Entdeckung  der  Feaunhofee  sehen  Linien. 

1817:  Young  erkennt  die  Transversalität  der  Lichtschwingungen. 

1819.  Gesetz  von  Dulong  und  Petit. 

1820.  Oeested  entdeckt  den  Elektromagnetismus. 
1820.  Gesetz  von  Biot  und  Savaet. 

1820.  Ampere  entdeckt  die  ponderomotorische  Wirkung  elektrischer 
Ströme. 

1821.  Feesnel    stellt    die    nach   ihm   benannten   optischen  Grund- 
gleichungen auf. 

1822.  Ampeees  Theorie  der  Molekularströme. 
1822.  Foueiees  „Theorie  analytique  de  la  chaleur". 

1824.  Sadi  Caenot  untersucht  thermodynamische  Kreisprozesse. 

1827.  Gesetz  von  Ohm. 

1827.  Entdeckung  der  Beown  sehen  Bewegung. 

1828.  Satz  von  Geeen. 

1829.  Coeiolis  entwickelt  die  Theorie  der  Relativbewegung. 
1831.  Faeaday  entdeckt  die  Induktionsströme. 

1833.  Faeaday  entdeckt  die  Grundgesetze  der  Elektrolyse. 

1833.  Gauss  begründet  das  absolute  Maßsystem. 

1834.  Eegel  von  Lenz. 

1834.  Hamilton  sches  Prinzip. 

1838.  Faeaday  s  Theorie  der  dielektrischen  Polarisation. 

1842.  Robeet  Mayee  stellt  das  Energieprinzip  auf  und  berechnet  das 

mechanische  Wärmeäquivalent. 

1842.  Dopplee  s  Prinzip. 
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1843.    Joule  ermittelt  experimentell  den  Wert  des  mechanischen  Wärme- 
äquivalents. 
1845.    Neumanns  Induktionsgesetz. 

1845.    Faraday    entdeckt    die   Drehung    der  Polarisationsebene  im 
Magnetfeld. 

1845.    Faradat  entdeckt  im  Magnetismus  eine  universelle  Eigenschaft 
aller  Materie. 

1847.    Helmholtz  begründet  in  exakter  Weise  das  Energieprinzip. 
1851.    Thomson  stellt  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  auf. 
1851.    Joule  berechnet  zuerst  molekulare  Geschwindigkeiten. 

1851.  Versuch  von  Fizeau. 

1852.  Fluoreszenzgesetz  von  Stokes. 
1852.    Webers  Theorie  des  Magnetismus. 

1854.    Clausius  schafft  den  Begriff  der  Entropie. 

1856.  Weber  und  Kohlrausch  finden  eine  elektrische  Konstante  gleich 
der  Lichtgeschwindigkeit. 

1857.  Clausius  begründet  in  exakter  Weise  die  kinetische  Gastheorie. 

1858.  Clausius  schafft  den  Begriff  der  freien  Weglänge. 

1858.  Helmholtz  ens  Untersuchungen  über  Wirbelbewegungen. 

1859.  Feddersen  entdeckt  die  elektrischen  Schwingungen. 
1859.    Kirchhofe  und  Bunsen  begründen  die  Spektralanalyse. 
1859.    Strahlungstheoretischer  Satz  von  Kirchhoef. 

1859.  Plücker  entdeckt  die  Kathodenstrahlen. 

1860.  Maxwell  berechnet  aus  der  inneren  Reibung  der  Gase  die  freie 
Weglänge. 

1860.    Maxwell  s  Gesetz  der  Geschwindigkeitsverteilung. 

1865.  Loschmidt  berechnet  zuerst  die  wahre  Größe  der  Molekeln. 

1866.  Boltzmanns  Entropiegesetz  und  statistische  Erklärung  der  Irre- 
versibilität. 

1869.    Hittorf  entdeckt  die   magnetische  Ablenkung  der  Kathoden- 
strahlen. 

1869.  Andrews  entdeckt  den  kritischen  Zustand. 

1870.  Lothar  Meter  und  gleichzeitig  auch  Mendelejeff  entdecken  die 
chemische  Periodizität. 

1873.    Maxwell  veröffentlicht  seine  elektromagnetische  Theorie. 
1873.    Zustandsgieichung  von  van  der  Waals. 

1876.    Bowland   zeigt   die  Ablenkung  der  Magnetnadel  durch  Kon- 

vektionsströme. 
1879.    Stefan sches  Strahlungsgesetz. 

1881.    J.  J.  Thomson  weist  theoretisch  die  Existenz  einer  elektromagne- 
tischen Masse  nach. 
1881.    Michelsons  Versuch. 

1884.  Satz  von  Poynting. 

1885.  Spektroskopische  Formel  von  Balmer. 

1886.  Goldstein  entdeckt  die  Kanalstrahlen. 
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1888.  Hertz  bestätigt  durch  seine  Versuche  die  Maxwell  sehe  Theorie. 

1889.  Drude  s  Theorie  der  Metalloptik. 

1890.  Wiener  weist  stehende  Lichtwellen  nach. 

1890.    Kayser  und  Runge  entdecken  die  spektroskopischen  Gesetzmäßig- 
keiten der  Alkalimetalle. 
1890.    Deslandres  entdeckt  das  Grundgesetz  der  Bandenspektren. 
1893.    Verschiebungsgesetz  von  Wien. 
1895.    Lorentz  begründet  die  Elektronentheorie. 

1895.  Entdeckung  der  Röntgenstrahlen. 

1896.  Becquerel  entdeckt  die  Radioaktivität. 

1896.  Zeeman  entdeckt  die  Zerlegung  der  Spektrallinien  im 
Magnetfeld. 

1898.  Entdeckung  des  Radiums  durch  das  Ehepaar  Curie. 

1899.  Kauemann  und  Wiechert  ermitteln  Geschwindigkeit  und  spezi- 
fische Ladung  der  Kathodenstrahlen. 

1900.  Planck  begründet  die  Quantentheorie. 
1900.    Plancks  Strahlungsgesetz. 

1900.    Planck  berechnet  zuerst  die  Loschmidt  sehe  Zahl  genau. 
1900.    Ruthere  ord  entdeckt  die  Emanation. 

1900.  Statistischer  Satz  von  Rayleigh. 

1901.  Lebedew  weist  experimentell  den  Lichtdruck  nach. 

1902.  Ruthereord  und  Soddy  begründen  die  Theorie  des  Atom- 
zerfalls. 

1903.  Ramsay  und  Soddy  weisen  die  Bildung  von  Helium  aus  Ema- 
nation nach. 

1905.    Einstein  begründet  die  Relativitätstheorie. 

1905.    Einstein  entdeckt  den  Satz  von  der  Trägheit  der  Energie. 

1905.    Einstein  begründet  die  Theorie  der  Lichtquanten. 

1905.  Einstein  und  gleichzeitig  Smoluchowski  begründen  die  Theorie 
der  Brown  sehen  Bewegung. 

1906.  Wärmesatz  von  Nernst. 

1907.  Einstein  erklärt  durch  die  Quantenhypothese  die  Abweichungen 
von  dem  Dulong sehen  Gesetz. 

1908.  Minkowski  schafft  den  Begriff  einer  vierdimensionalen,  Raum 
und  Zeit  verknüpfenden  Welt. 

1908.    Spektroskopisches  Kombinationsprinzip  von  Ritz. 
1912.    Laue  entdeckt  die  Interferenz  der  Röntgenstrahlen. 

1912.  Debyes  Gesetz  der  spezifischen  Wärme. 

1913.  Bohr  begründet  die  Quantentheorie  der,  Spektren. 
1913.    Moseley  begründet  die  Röntgenspektroskopie. 

1913.  Van  den  Broek  erkennt  die  Identität  von  Kernladungs-  und 
chemischer  Ordnungszahl. 

1913.    Die  Bragg  ergründen  die  Struktur  der  Kristalle. 

1913.  Soddy  und  Fajans  stellen  die  Verschiebungssätze  der  Grund- 
stoffumwandlungen auf. 
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1915.  Einstein  8  allgemeine  Relativitätstheorie. 

1915.  Einstein  und  de  Haas  erbringen  den  experimentellen  Nachweis 
der  Molekularströme. 

1915.  Sommerfeld  erklärt  die  Feinstruktur  der  Spektrallinien. 

1916.  Rossels  Theorie  des  Atombaues  und  der  Valenz. 

1916.  Schwarzschild    begründet    die   Quantentheorie    der  Banden- 
spektren. 

1917.  Einsteins  kosmologische  Gleichungen. 

1918.  Auswahlprinzip  von  Rubinowicz. 

1918.  Spektroskopischer  Verschiebungssatz  von  Sommerfeld  und  Rossel. 

1919.  Empirische  Bestätigung  der  Einstein  sehen  Gravitationstheorie. 
1919.  Aston  entdeckt  die  Isotopie  des  Chlors. 

1919.  Rutherford  gelingt  die  künstliche  Zerlegung  des  Stickstoffkerns. 

1920.  Rutherford  entdeckt  das  Xo. 
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Geschwindigkeitsaddition  174. 
Geschwindigkeitsverteilung  134. 
Gleichgewicht,  statistisches  83. 
— ,  thermodynam.  107—108. 
Gleichverteilungssatz  92. 
Gleichzeitigkeit  170. 
Grammatom  15. 
Gramm-Molekel  15. 
Gravitationsgesetz-  230  ff. 
Gravitationsradius  237. 
Grundstoffreihe  43—47. 

H-Strahlen  68. 
H-Theorem  135. 
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Halogene  49. 
Hauptsatz,  erster  107. 
— ,  zweiter  107. 
Hauptserie  36. 
Heliumspektrum  13 — 14. 
heteropolare  Bindungen  58. 
Hohlraumstrahlung  147 — 152. 
homogen  (statistisch)  85. 
homöopolare  Bindung  58. 

Inertialsystem  206. 
Irreversibilität  109—111. 
isomodulisch  87. 

isotherme  Zustandsänderung  112. 
Isothermen  139. 
Isotopie  61  ff. 

Kalorie  106. 
Kalorimetrie  105—106. 
Kanalstrahlenanalyse  62.  • 
kanonische  Verteilung  76 ff. 
Kationen  49. 
Kautschuk  118. 
Kohäsion  der  Gase  137. 
Kohlenstoff  58. 
.kolloidale  Lösungen  137. 
Kombinationsdifferenzen  3 1 . 
Kombinationsprinzip  11,  31. 
Komplexion  72. 
Komplexverbindung  59. 
Kompression  117. 
Kompressionsmodul  114. 
Kontraktion  durch  Bewegung  161 — 162. 
Kontra varianz  217. 

kosmologische  Gleichungen  243 — 244. 
Kovarianz  217. 
Kräfte,  statistische  85. 
— ,  thermische  111. 
Kreisprozeß  8 7  ff. 
Kristallbildung  59. 
kritischer  Zustand  139. 
Krümmungstensor  230. 

Lichtelektrischer  Effekt  5. 
Lichtgeschwindigkeit  22. 
Lichtkegel  187. 
Lichtquanten  3 — 6. 
Lichtstrahlen,  Biegung  239 — 241. 
longitudinale  Masse  193. 
Loschmidt  sehe  Zahl  15,  155. 

Masse  der  Energie  196—197. 
— ,  träge  und  schwere  210 — 211. 
Massendefekt  42,  197. 
Materietensor  199. 
Merkurbahn  240. 
metrisches  Feld  212. 
MiNKOwsKi-Geschwindigkeit  189. 

 Kraft  190. 

—  -Welt  184  ff. 
Mischelement  61. 


Mitführungskoeffizient  175. 
Modul  78. 
Molekelbildung  56. 

molekulare  Geschwindigkeit  132  —  133. 

Mol  wärme  113. 

multiple  Proportionen  60. 

Nebenserie  36. 
Neon  63. 

Ozon  59. 

Parameter  76. 
Partialdruck  130. 
Passivität,  chemische  49. 
Perihelbewegung  239—240. 
Periodizität,  chemische  52  ff. 
Phase  122. 
Phasenraum  7. 
Phasenregel  127. 
Planetenbewegung  239—240. 
Plejade  61. 

Potential,  thermodynam.  112. 
Prinzipalserie  36. 

Quantenzahl  8. 

Raumgitter  144. 
Reaktionswärme  122. 
reduzierte  Zustandsgrößen  140. 
Reibung,  innere  133. 
Reibungswärme  103. 
Relativitätsprinzip,  mechan.  157. 
— ,  Einstein  sches  161  ff. 
reversibel  79.  • 
Röntgenlinieo,  Entstehung  33. 
Röntgenspektren  29 ff,  46. 
Röntgenstrahlung,  Erregung  4—5. 
Rotationsbildung  203. 
Rotationsspektrum  38. 
Rotverschiebung  241. 
Rydberg  sehe  Schwiugungszahl  14. 

Sättigungsdruck  124. 
Sättigungskurve  124. 
Sättigungstemperatur  124. 
Säuren  57. 

Schalen  des  Atoms  28. 
schiefsymmetrischer  Tensor  201. 
Schmelzpunkt,  Konstanz  124. 
Schwankungserscheinungen  135. 
Sonnenfinsternis  241. 
Spannkraft  125. 
Spannungskoeffizient  114. 
Spektralformel  10. 
''    sphärischer  Raum  243. 
STARK-Effekt  28. 

Stickstoff,  Kernzertrümmerung  68. 
Strahlungsdruck  152. 
Strahlungsgesetz  153. 
Stromwärme  103. 
Szintillationen  68. 
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Taupunkt  125. 

Temperatur  104. 

— ,  absolute  129. 

— ,  charakteristische  141. 

— ,  thermodynamische  120 — 121. 

Tensor  197,  2 18  ff. 

Therm  ometrie  105. 

Thoriumreihe  66. 

Trägheitskräfte  206  ff. 

Transformation,  Ga-lilei-  168. 

— ,  LoRENTZ-  168. 

transversale  Masse  193. 
Tripelpunkt  127. 

überhitzter  Dampf  125. 
Überlichtgeschwindigkeit  175. 
Unterteilungszahl  98. 
Uran  63. 
Uran  reihe  66. 
Urkerne  69. 

Valenz  4  8  ff. 

Vektordivergenz  201—202. 
Verjüngung  der  Tensoren  220. 
Verschiebungsgesetz,  WiENSches  155. 
Verschiebungssatz    der  GrundstoffYer- 

wandlungen  64  ff. 
— ,  spektroskopischer  55. 
Verteilungsmodul  78. 


Viererpotential  205. 
Viererstrom  200. 

Violettverschiebung  der  Heliumlinien  17. 
Wärme  102. 

Wärmeäquivalent  106,  132. 

Wärmekapazität  113. 

Wärmeleituag  136. 

Wärmesatz,  NERNSTScher  146 — 147. 

Wärme,  spezifische  113. 

Wahrscheinlichkeit,  Statist.  72. 

Wasser  57. 
|    Wasserstoff  141. 

Wasserstoffdublett  26. 

Wasserstoffspektrum  1 1  ff', 
j    Weglänge,  freie  133-134. 

Wellen,  elastische  145. 

Weltlinie  184. 

Weltpunkt  184. 

Wirkungsgrad  89. 

Wirkungsquantum,  elem.  3 — 4,  15,  153. 
X3  68. 

Zeitbegriff  162. 
Zustandsgieichung  85. 
Zustandsgrößen  85. 
Zustands Verteilung  72. 


Berichtigungen  von  Druckfehlern  und  Irrtümern 
im  ersten  Bande. 

(Die  folgenden  Berichtigungen  verdanke  ich  ebenso  wie  viele  wertvolle  Verbesse- 
ruugsvorschläge,  die  aber  leider  erst  in  einer  etwaigen  dritten  Auflage  berücksichtigt 
werden  können,  der  großen  Freundlichkeit  des  Herrn  Dr.  Fritz  Lothar,  Privat- 
dozenten für  innere  Medizin  an  der  Universität  in  Bern.) 

S.  80,  in  der  Zeile  nach  Gl.  11  lies  „Gl.  7"  statt  „Gl.  11". 

S.  98,  AI.  1,  Z.  12  lies  „in  ihm"  statt  „in  ihr". 

S.  124,  Anm.  1  lies  „AP  4-  PBU  statt  „AP  +  BP11. 

S.  132,  Z.  11  nach  Gl.  9  lies  „seinen  Wert"  statt  „ihren  Wert". 

S.  137,  Z.  8  von  unten  im  Haupttexte  lies  „unfreie  Achse"  statt  „freie  Achse". 

S.  158,  in  der  nicht  numerierten  Gleichung  oberhalb  der  Gl.  7  lies  „A Ax"  statt  „z/51 

S.  179,  in  der  vorletzten  Zeile  von  Anm.  3  lies  „eA"  statt  „eh". 

S.  192,  in  der  auf  die  Gl.  14  folgenden  Zeile  lies  ,,r'"  statt  „r'u. 

S.  215,  sechstletzte  Zeile  des  §  46  lies  „ihr"  statt  „ihm". 

S.  230,  in  der  dritten  Zeile  nach  Gl.  3  sind  die  Worte  „nach  der  Zeit"  zu  streichen. 

S.  235,  Anm.  2  lies  „proportional  zu  setzen"  statt  „gleichzusetzen". 

Ö.  265,  in  der  Zeile  vor  Gl.  3  lies  „c/}/e^.  statt  \}ef^tl. 

S.  273,  Anm.  2,  Z.  5  und  6  lies  „seine  Elastizität"  statt  „ihre  Elastizität". 

S.  286  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  23  ein  Minuszeichen. 

S.  291,  Z.  2  lies  „Gl.  15"  statt  „Gl.  8". 

8.  305  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  4  ein  Minuszeichen. 


